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Resume 


Ce memoire traite de la theorie des representations d’une certaine classe d’algebres de Lie de 
dimension infinie, les algebres de courants tordues. L’objet du travail est d’obtenir une classi¬ 
fication des blocs d’extensions d’une categorie de modules de dimension finie pour une algebre 
de courants tordue donnee. Les principales sources de cette etude sont les recentes classifica¬ 
tions des modules simples de dimension finie pour ces algebres et des blocs d’extensions pour 
les modules de dimension finie dans le cas des algebres d’applications equivariantes. 

Ces algebres de courants tordues comprennent entre autres les families d’algebres de Lie des 
formes tordues et des algebres d’applications equivariantes, done aussi les incontournables 
generalisations multilacets, tordues ou non, de la theorie de Kac-Moody affine. 




Abstract 


This master’s thesis is about the representation theory of a certain class of infinite dimensional 
Lie algebras, the twisted current algebras. The object of this work is to obtain a classification 
of the extension blocks of the category of finite dimensional modules for a given twisted current 
algebra. The principal motivations for this study are the recent classifications of simple finite 
dimensional modules for these algebras and of the extension blocks of the category of finite 
dimensional modules in the case of equivariant map algebras. 

The class of twisted current algebras includes, amongst others, the families of Lie algebras 
of twisted forms and equivariant map algebras, therefore the key multiloop generalisations, 
twisted or not, of the affine Kac-Moody setting. 
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Introduction 


La theorie de Lie de dimension infinie est vaste et se developpe pas a pas. Interpreter comme 
theorie qui doit decrire des symetries, l’etude de son volet de theorie des representations 
ameliore toujours la comprehension que l’on peut avoir des objets rattaches a un type donnee 
de symetries. Les representations dites devaluation sont un outil theorique qui s’est revele bien 
utile depuis son introduction dans la fin des annees 80. Ces notions ont permis d’ameliorer 
sensiblement la comprehension de plusieurs types de representations d’algebres de Lie. Par 
exemple, ces outils ont contribue a comprendre les representations des incontournables algebres 
de multilacets, tordues ou pas, qui generalised des elements de la theorie des algebres de Kac- 
Moody affines. Recemment, les modules simples de dimension hnie des algebres de Lie qui 
sont des families des « formes tordues », des « algebres d’applications equivariantes » et des 
« algebres de courants tordues » ont ete classifies via ces notions. 

En theorie des representations, il est utile de voir des representations partageant des memes 
proprietes en tant qu’un tout; une categorie. Chercher a decrire les categories de modules en 
tant qu’un tout est generalement un des premiers objectifs des mathematiciens qui etudient 
le sujet. Cela permet d’avoir une premiere idee generate des modules consideres et des liens 
entre ceux-ci. C’est dans cet esprit qu’apparait ce travail de maitrise qui traite d’un aspect 
des categories de modules de dimension hnie pour les « algebres de courants tordues », ses 
blocs d’extensions. 

Les algebres de courants tordues forment une classe d’algebre de Lie qui generalise, en quelque 
sorte, les formes tordue et les algebres d’applications equivariantes. A l’interieur de la categorie 
des modules de dimension hnie pour une algebre de courants tordue donnee, tous les objets 
ne sont pas semi-simples. Cela signihe que les notions d’extensions, puis de blocs d’extensions 
sont a la fois pertinentes et d’interet. Une description des blocs d’extensions doit mener a 
une meilleure comprehension de l’agencement des modules en question dans la categorie. Ce 
memoire vise a donner une description et une classification de la decomposition en blocs 
d’extensions de la categorie des modules de dimension hnie pour une algebre de courants tordue 
donnee. Cette etude prend ses assises sur, d’une part, la classification des objets simples de 
cette categorie, mais surtout sur l’etude analogue faite dans le cas plus particulier des algebres 
d’applications equivariantes par les mathematiciens E.Neher et A.Savage. 
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Dans le premier chapitre sont presentes les elements essentiels d’algebre homologique et de 
theorie des categories pour comprendre la problematique de l’etude des blocs d’extensions. Le 
second chapitre developpe d’abord des elements de theorie des representations et de cohomo- 
logie des algebres de Lie qui s’avereront necessaires par apres. Ensuite, la classification des 
objets simples d’une categorie de modules de dimension finie pour une algebre de courants 
tordue est rapidement abordee. Ce meme chapitre se termine avec la classification des blocs 
d’extensions de ce type de categorie. Le troisieme chapitre presente les resultats de classifi¬ 
cation des blocs d’extensions dans deux contextes quelque peu plus specifiques : les algebres 
d’applications equivariantes et les formes tordues. Pour terminer, il y est aussi question de 
detailler la description d’une algebre de Margaux et de ses modules de dimension finie. Une 
algebre de Margaux est une forme tordue qui n’est pas une algebre de multilacets tordue. Ce 
type d’algebre n’est encore que bien peu compris par la communaute mathematique. 

Notation 

Tout au long du document, les notations suivantes seront employees. 

. N = {0,1,2, 3,...}. 

• k est un corps algebriquement clos et de caracteristique 0. 

• C est une algebre de courants tordue. 

• /1-mod est la categorie des /1-modules qui sont de dimension finie. 

• r est un groupe fini. 

• g est une /c-algebre de Lie simple de dimension finie. 

• S est une fc-algebre de type fini qui est associative, commutative, unitaire et reduite. Son 
nilradical est nul, ce qui implique que son radical de Jacobson est nul dans ce contexte. 

• s(M ) £ k = S/M, oil s £ S et M £ Max S), est la classe de residu de s selon M. 

• r x est le stabilisateur de x £ X oil une action de groupe T r% X est sous-entendue. 

• A 1 est le sous-module des T-invariants dans le T-module A. 

• k\ est le module de dimension 1 d’une fc-algebre de Lie L dont l’espace vectoriel est k 
et dont Faction est donnee par A £ (L/[L, L])*. 

• L' est l’algebre derivee [L, L] d’une algebre de Lie L. 

• = fois) pour n £ N et pour tout espace vectoriel ou module V. 

• [V] est la classe d’isomorphismes du module V dans la categorie specifiee. 

• [[UJ est le bloc d’extensions qui contient le /1-module V dans la categorie specifiee. 

A moins d’un avis contraire, tous les produits tensoriels <S> signifieront <S>k , le produit tensoriel 
pris sur k. De plus, tous les C -modules generiques consideres seront supposes de dimension 
finie sur k. 
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Chapitre 1 


Algebre homologique et categories 


Dans ce chapitre sont presentes le cadre general et la logique dans laquelle s’inscrit ce travail 
de maitrise. On y retrouve d’abord les elements qui donnent une raison d’etre a l’etude des 
extensions d’objets mathematiques tels les modules. II est ensuite question de quelques outils 
et elements theoriques qu’il faut saisir pour bien pouvoir analyser les extensions dans une 
categorie. Ce chapitre se termine avec une presentation de quelques proprietes capitales des 
notions de blocs et de blocs d’extensions ainsi qu’avec un enonce des objectifs de ce memoire, 
alors places en un contexte approprie. 

1.1 Analyse d’une categorie abelienne 

1.1.1 Demarche globale et generalites 

Le but de ce travail est d’ameliorer la comprehension de la categorie des modules de dimension 
finie pour une algebre de courants tordue donnee. Une algebre de courants tordue est une 
algebre de Lie obtenue comme une algebre de points fixes par l’action d’un groupe fini par 
k -automorphismes sur un produit tensoriel de la forme Q<S>S, ou g est une algebre de Lie simple 
de dimension finie et S est une /c-algebre de type fini, associative, commutative, unitaire et 
reduite. 

La definition des algebres de courants tordues est rappele avec un plus grand soin au debut du 
chapitre 2. Ce qu’il est important de savoir pour aborder ce document, c’est que les categories 
considerees seront toutes au mo ins abeliennes. 

Une caracteristique importante des categories abeliennes est que tous les ensembles de mor- 
phismes ont des structures de groupes abeliens et que les compositions de morphismes sont 
des applications au moins Z-bilineaires. Un autre element cle dans la definition des categories 
abeliennes est que pour toute fleche entre une paire d’objets de la categorie, il y a une notion 
de noyau, de co-noyau et d’image. Lorsqu’il est possible de definir une notion naturelle de 
quotient, les theoremes d’isomorphisme usuels de la theorie des groupes ont habituellement 
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des analogues valables. C’est le cas pour les categories de modules et en particular, pour la 
categorie des modules d’une algebre de courants tordue. 

Remarque 1.1.1 Une definition precise de ce qu’est une categorie abelienne peut etre trouvee 
dans plusieurs ouvrages de reference en algebre. Par exemple, la section 7.7 de [EGH + 11] en 
traite tres brievement, mais suffisamment pour le cadre de ces explications. 

Dans la categorie des modules pour une algebre de courants tordue, les notions de produits 
directs, de sommes directes et de produits tensoriels d’objets existent et sont bien definies. II 
s’avere que ce produit tensoriel est une operation associative a isomorphisme pres qui possede 
aussi un « element neutre » pour cette operation; le module trivial de dimension 1. Ainsi, 
a isomorphisme pres, les objets d’une categorie de modules torment un monoide. Une cate¬ 
gorie avec ce type de propriety est parfois appelee une categorie tensorielle ou une categorie 
monoi'dale. 

Remarque 1.1.2 Pour aborder le reste du document, il sera bon de garder en tete le contexte 
d’une categorie de modules, c’est-a-dire d’une categorie (abelienne) monoi'dale ou tensorielle. 

Soit A un anneau ou une algebre, soient M\ et M 2 deux A-modules et soit / G Horri/i ( M \, M 2 ). 
Alors on definit naturellement : 

ker / = {mi € M\ | /(mi) = 0 G M 2 } C M\ 
im/ = {/(mi) | mi G Mi} C M 2 

Ce sont des sous-modules de M\ et M 2 respectivement, c’est-a-dire des ensembles stables sous 
l’action de A. On a alors toujours un isomorphisme de modules 

Mi / ker / = im / C M 2 

2 +ker/ -o- f(x) 

ou Paction de A sur le module Mi/ ker / est donnee par a. (2 + ker/) = (a. 2 ) + ker / pour 
tout a € A et 2 G M\. Ce dernier resultat est justement le premier theoreme d’isomorphisme 
qui demeure fondamental dans toute la theorie des representations. Les deux autres theoremes 
d’isomorphisme sont egalement bien utiles, mais ils ne sont pas necessaires pour le moment. 

Soit C une algebre de courants tordue et soit £-mod la categorie des £-modules de dimension 
finie. Tel que mentionne dans l’introduction, le but de ce travail est de decrire la decomposition 
de H-mod en ce qu’on appellera des blocs. Les blocs sont essentiellement des « sous-categories 
pleines » dont la « somme directe » est toute la categorie T-mod. Par sa definition merrie, 
cette decomposition permet de mieux comprendre la categorie a l’etude. II sera question des 
blocs a la section 1.3.1 de ce chapitre. 
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Definition 1.1.3 Une sous categorie S d’une categorie C est dite pleine si pour chaque paire 
d’objets A et B de S, on ait 


1101 x 15 ( 71 , B) = Horned, B) 

Remarque 1.1.4 L’expression « somme directe » du dernier paragraphe fait reference a la 
propriete que tout objet d’une categorie qui a des blocs se decompose de fagon unique (a iso- 
morphismes pres), comme une somme directe d’objets qui appartiennent chacun a un bloc 
distinct. 

1.1.2 Suites exactes, foncteurs et principes de base 

Soit L une algebre de Lie. Pour la suite de cette sous-section, il sera question de la categorie 
des L-modules. 

Des outils tres pratiques ont ete developpes en algebre homologique pour 1’etude de nombreux 
concepts dont les L-modules. La notion de base, qui est la pierre angulaire de cette theorie, 
est celle d’une suite exacte de modules. Ceci merite quelques definitions en bonnes et dues 
formes. 


Definition 1.1.5 Soit {Mj}i g z un & collection de L-modules et soient {/* : M, —y Aij + i}j g z 
des homomorphismes de L-modules. On peid alors former une suite 


••• ^4 1 ^4 Mi A M i+ 1 ^4 M i+2 ^4 ••• 

La suite ci-dessus est dite exacte en Mi si im/j_i = ker/j C Mi. 

La meme suite est dite exacte si elle Vest en chacun des Mi qui la compose. 


Definition 1.1.6 Une suite exacte courte de L-modules est une suite exacte de la forme 



oil X. Y et Z sont des A-modules, f G Horn l(X,Y) et g G Hon il(Y,Z). 


Remarque 1.1.7 Qu’une suite 0 —> X Y —4 Z —> 0 soit exacte est la meme chose 
que d’avoir f injective, g surjective ainsi qu’un isomorphisme Y/X = Z donne par I’exactitude 
de la suite en X et le premier theoreme d’isomorphisme. 


Remarque 1.1.8 Soient Y et Z des L-modules et soit g G Horn l{Y,Z). Alors le premier 
theoreme d’isomorphisme donne une suite exacte courte 0 —> ker g Y —4 im g 0 oil la 
premiere application non-triviale est simplement Vinclusion. 
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Avant de passer a autre chose, il faut rappeler la notion de suite exacte scindee. Cette notion 
se reveler a importante lorsque viendra le temps de traiter des extensions de modules. 

Definition 1.1.9 Soient X, Y et Z des L-modules et soit f £ Honii(A, Y) ainsi que g £ 
Horn l(Y, Z) tels qu’on ait une suite exacte courte de L-modules 



Cette suite sera dite scindee s’il existe s £ Horn l(Z,Y) tel que gos = l&z- Un tel homomor- 
phisme s est parfois appele une section. 

Remarque 1.1.10 II y a quelques autres definitions equivalentes d’une suite exacte courte 
scindee dans ce contexte. Voir par exemple les equivalences de Vexercice 37 de [FD93]. 

II est meme possible de preciser que si une suite exacte courte de modules est scindee, alors la 
section induit un isomorphisme de L-modules 

Y = ker <7 © ini s = f(X) © s(Z) = X © Z 

Pour le voir, il suffit d’ecrire tout y EY comme y = i^y — + s(< 7 (y)). 

Un autre aspect important de l’algebre homologique est l’utilisation des foncteurs. Les fonc- 
teurs jouent le role des morphismes, mais entre des categories plutot qu’entre des objets d’une 
categorie donnee. Dans toute categorie, deux foncteurs ont des roles plus predominants; ceux 
donnes par les morphismes vers ou dans un objet prealablement fixe. Si le contexte est celui 
d’une etude de modules pour L, alors on verra au chapitre 2 qu’en fixant un module X, les 
deux foncteurs 


Hom L (A, -) Hom L (-,X) 

sont de la categorie des L-modules dans elle-meme. 

Etant donne des foncteurs d’une categorie dans elle-meme, on peut les appliquer a des suites 
de morphismes et d’objets pour obtenir de nouvelles suites. Des questions de base en algebre 
homologique visent a decrire l’effet de tels foncteurs (ou de foncteurs plus generaux) sur les 
suites exactes et sur les suites exactes courtes. Plusieurs resultats permettent parfois de deduire 
des informations precieuses sur les objets d’une suite exacte a laquelle on aurait applique les 
foncteurs. En particulier, cette analyse dans le cas des foncteurs Hom^(X, —) et Hom^(—, X) 
mene ultimement a plusieurs resultats bien pratiques. Pour des details concernant ce genre de 
considerations, des livres de reference tels [Rot09] et [Wei94] sont utiles. 

Hormis a quelques reprises dans des preuves de la fin du chapitre 2, ce dont il est question 
dans le paragraphe precedent n’est pas d’interet pour le but de ce travail. 
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1.2 Theoreme de Jordan-Holder 


1.2.1 Suites de composition et enonce du theoreme 

Supposons de nouveau que L soit une L’-algebre de Lie et que L-mod soit la categorie des 
L-modules de dimension finie. Dans ce contexte, si V est un L-module, soit il admet des 
sous-modules non triviaux ou pas. S’il n’en admet pas, c’est que c’est un module simple et on 
peut ecrire {0} C V. Si par contre il en possede au moins un et que l’on note V\ l’un de ces 
sous-modules, alors dim^ V\ < dim*, V. En se posant la meme question avec Vj . on obtient ou 
non un sous-module non trivial V 2 C V\ avec dim*. V 2 < dim/. Vj . Puisque la dimension des 
Vi decroit strictement, il est evident que ce processus a toujours une fin. Ainsi, a partir du 
module de dimension finie V, on obtient une suite de sous-modules emboites 

{0} = Vn+i C Vn C Vn-i C • • • C Vi C Vo = V 

oil N £ N est un certain entier nature! Evidemment, on doit avoir dim*. V t ^\ < dim^ Vi pour 
chaque i £ { 0 , ... ,N}. 

Il se trouve qu’a chaque etape de la construction du dernier paragraphe, si le module n’est pas 
simple, il est toujours possible de choisir un sous-module de dimension maximale. Cela vient 
du fait que tous les modules sont de dimension finie. Si on construit une suite de sous-modules 
emboites de V avec cette attention toute particuliere, il est facile de montrer que pour chaque 
i £ {0, le module quotient Vi/Vi+i est un module simple. Ce genre de suite fait l’objet 

d’une attention particuliere dans la theorie et merite done une definition. 

Definition 1.2.1 Soit V un L-module de dimension finie. Alors une suite de composition 
pour V est une suite de sous-modules emboites 

{0} C V N C V N _! C ■ • • C V C V 0 = V 

avec les modides quotients Vi/Vi+i simples pour chaque i £ {0, 

Le theoreme de Jordan-Holder, qui est un resultat extremement important, explique dans 
plusieurs contextes, que les notions de suites de composition renferment des informations 
invariantes (a equivalences pres) sur les objets desquels ils sont issus. Dans le cas des 11- 
modules de dimension finie, ce theoreme se lit comrne suit. 

Theoreme 1.2.2 (Jordan-Holder) Soit V un L-modide de dimension finie et soient 

{0} = Vn+i C Vn C Vn- 1 C---CP 1 CP 0 = V r 
{0} = Vm+i Q Vn C Vn-i C • • • C Vj C L 0 = L 

deux suites de composition de V. Alors 
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• N = M 

• {[Vi/V i+ i]}l 0 = {[Vi/V i+1 ]}™ 0 

• chaque classe d’isomorphismes de modides simples des ensembles {[Vi/V^+i]} ,_ 0 et 
{[E/bi+i]} -_ 0 apparait un meme nombre de fois dans chacune des deux suites de com¬ 
position. 

Pour une preuve, voir par exemple le theoreme 3.7.1 de [EGH+11] et les explications donnees 
sous le theoreme 0.5 de [FD93]. A noter que des modules pour une algebre de Lie sont des 
modules pour un anneau via la notion d’algebre universelle enveloppante. 

Remarque 1.2.3 En particulier, le theoreme de Jordan-Holder permet d’associer a chaque 
L-module de dimension finie un nombre fini de classes d’isomorphismes de L-modules simples. 
Un nom sera donne a ces modules. 

Definition 1.2.4 Soit V un L-module de dimension finie et soit une suite de composition 
pour ce dernier 

{0} = V N+1 C Uv C Vn—i C • • • C V\ C Vo = V 

On appelle les modules simples {U/Li+i}£o les facteurs de V. Pour un indice i fixe, le 
nombre de facteurs de V isomorphes a Vi/Vi+i est appele la multiplicity de Vi/Vi+i dans 

V. 

1.2.2 Extensions 

Dans les cas ou il est applicable, le theoreme de Jordan-Holder permet de decomposer un objet 
donne en un ensemble fini de plus petits objets. La question de savoir comment composer de 
gros objets a l’aide de plus petits objets apparait done naturellement. Une bonne connaissance 
theorique de ces deux problematiques devrait permettre de faciliter 1 ’etude de la categorie 
d’interet. 

Une notion qui traduit bien l’idee de composer de gros objets a partir de petits objets est celle 
d’extension. Pour toute la suite de cette section, il sera sous-entendu que la categorie utilisee 
sera celle des L-modules ou L est une fc-algebre de Lie. 

Definition 1.2.5 Soient V etW deux L-modules. Alors une extension de V par W est la 
donnee d’un L-module E et d’une suite exacte courte 

0 -»LU->L’-^U ->-0 

Remarque 1.2.6 L’ensemble des extensions d’une paire arbitraire de L-modules n’est jamais 
vide. En effet, la somme directe des deux modules V © W, I’incliLsion W ^ V © W et la 
projection V © W —» V fournit toujours une suite exacte courte. 
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Remarque 1.2.7 Une extension n’est pas uniquement la donnee d’un L-module E. Supposons 
que E soit une extension de V par W via la suite exacte courte 

O^W -A E -^V -> 0 

Alors le meme module E est aussi une extension de V par W via la suite exacte courte 

O^W -A E -A F -> 0 

ou X £ k\{0, 1}. Manifestement, ce sont la deux extensions de V par W qui sont, a priori, 
tout a fait distinctes. 

Naturellement, il faut avoir une notion d’equivalence pour des extensions. La remarque prece- 
dente montre que de baser cette notion d’equivalence uniquement sur la classe d’isomorphismes 
du L-module dans la donnee d’une extension n’est pas assez precis. 

Voici comment est definie la relation d’equivalence pour des extensions d’une paire de modules 
donnee. 

Definition 1.2.8 Soient V etW deux L-modules et soient des extensions de V par W donnees 
par les suites exactes courtes 

o^ifAs 2 Af^o 

L’extension 1 est dite equivalente a I’extension 2 s’il existe un isomorphisme de L-modules 
ip : E\ —> E 2 tel que le diagramme suivant soit commutatif 


0 




V 


* 0 


L’ensemble des classes d’equivalences d’extensions de V par W est note Ext^V, W). 

Remarque 1.2.9 Avec cette notion d’equivalence, il est facile de montrer que les deux exten¬ 
sions de la remarque 1.2.7 sont equivalentes. Pour le voir, il suffit de considerer tp — Ad®. 

Remarque 1.2.10 Soit E une extension de V par W via une suite exacte courte 

O^W^E^V^-O 
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La remarque precedente laisse toujours sans reponse la question de savoir a quel nombre de 
classes d’extensions distinctes peut correspondre la classe d’isomorphismes [E] du L-module E. 
Dans le cas ouV etW sont tons deux des modules simples et de dimension finie, une reponse 
a cette question est avancee par I’exercice (d) du probleme 3.9.1 de [EGH + 11]. La question 
plus generate ne faisant pas partie des objectifs de ce travail, je ne developperai pas davantage 
sur la question. 


Definition 1.2.11 Soient V et W des L-modules. Alors une extension de V par W est dite 
triviale si elle est donnee par une suite exacte courte qui est scindee. 


Remarque 1.2.12 Une extension triviale 0 —> W —> E ^ V —> 0 est equivalente a I’extension 
donnee par le module W © V via la suite exacte 

0^W^W®V^V^0 

oil t est I’inclusion canonique et oil n est la projection canonique. 

Pour le voir, il suffit de considerer la decomposition du L-module E comme V © W d’apres 
I’isomorphisme decrit a la remarque 1.1.10. Ensuite, on verifie que Visomorphisme </? entre E 
et V © W qui identifie les parties correspondantes fait effectivement commuter le diagramme 
pour Uequivalence des extensions (voir la definition 1.2.8). 


Remarque 1.2.13 Si on fixe V etW des objets de la categorie L-mod, alors la classe d’equi- 
valences de I’extension triviale de V par W est notee 0 € Ext^(V, W). 

Ainsi, si toutes les extensions de V par W correspondent a des suites exactes courtes scindees, 
on peut ecrire Ext^(V, W) = {0}. 


Pour justifier encore une fois l’importance de la notion d’extension, sont immediatement decrits 
quelques constats pouvant etre faits lorsque Jordan-Holder s’applique a une categorie et qu’on 
considere les facteurs d’un objet donne. 

Supposons que L soit une fc-algebre de Lie et soit L-mod la categorie des L-modules de 
dimension finie. Fixons V un objet de L-mod. Supposons de plus que V ait une suite de 
composition 

{0} = Vjv+i Q Vn C Vjv-i C • • • C Vi C Vq = F 

Si le theoreme de Jordan-Holder s’applique a L-mod, alors V peut s’ecrire comme une suite 
d’extensions successives faisant intervenir ses facteurs {Cj = V/V+ij^o- En effet, on peut 
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ecrire des suites exactes courtes 


0 —> 0 —> Vn —> Cjv —> 0 
0 —y Vn —y V/v—i —y Cn—i —y 0 
0 —y Vn-i — y V/v_2 — t Cn —2 ~t 0 


0 — y V 2 —^ \'i — y CJ 1 —y 0 

o^v 1 -*v^c 0 ^o 

En un sens, ceci montre qu’une connaissance des extensions entre des modules est au moins 
souhaitable. Vers la fin du chapitre 2, il sera question des classes d’equivalences d’extensions 
entre deux modules simples arbitraires pour une algebre de courants tordue. Cela constituera 
un premier pas dans une comprehension plus globale de cette categorie de modules. 

1.3 Blocs et blocs d’extensions 

1.3.1 Definitions 

Soit V un L-module de dimension finie, c’est-a-dire un objet de L-mod. Le theoreme de 
Jordan-Holder et les dernieres remarques de la section 1.2.2 sur les extensions expliquent que 
V peut etre assimile a deux choses : 

• Un nombre bien precis de facteurs qui, a isomorphismes pres, se repartissent en un 
nombre determine de classes d’isomorphismes qui apparaissent chacune un nombre de¬ 
termine de fois. 

• Des extensions successives ne dependant que d’une suite de composition de V ; ces ex¬ 
tensions sont determinees par V. 

En theorie, ces informations doivent etre equivalentes a l’information contenue dans la classe 
d’isomorphismes [V] du L-module V. Pour mieux comprendre les modules de L-mod, une 
relation d’equivalence en lien avec les extensions est introduite. 


Definition 1.3.1 Soient V et W des objets simples de L-mod. Ces deux objets sont dit lies 
s’il existe une suite finie de L-modules {L l }^o avec = = W et 

Exti(r,r i+1 ) {0} ou Exti(T i+1 ,r i ) ^ {0} 

pour chaque i £ {0, ..., N — 1}. 

II est entendu que toute paire de modules simples isomorphes est liee par une suite de modules 
de longueiLr 0. 
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Les classes d’equivalences de cette relation sont appelees les blocs d’extensions de L-mod, pour 
I’algebre de Lie L. La notation Ext-bloc(L) est parfois employee pour signifier I’ensemble des 
blocs d’extensions de I’algebre de Lie L. 


Ceci est une relation d’equivalence sur l’ensemble des objets simples de L-mod. D’apres la 
definition meme de cette relation d’equivalence, la connaissance des classes d’equivalences 
auxquelles elle donne lieu fournit plusieurs informations sur les extensions entre les modules 
simples. 


Remarque 1.3.2 En anglais, deux objets simples lies (selon la relation d’equivalence ci- 
dessus) sont dits « linked » et la suite des modules T l qui fait le lien entre les deux est 
parfois appelee une chaine de modules. Ceci fait penser immediatement aux T l comme a des 
maillons d’une chaine ou « chain links ». 


Par le theoreme de Jordan-Holder, on peut regrouper des modules de L-mod selon ce que 
leurs facteurs sont tous « lies » les uns aux autres. Faire de tels amalgames donne espoir qu’on 
puisse mieux comprendre les extensions entre des modules arbitraires de L-mod. C’est de 
cette fagon que la notion de blocs de la categorie L-mod est introduite. 


Definition 1.3.3 Soit b £ Ext-bloc(L). Un bloc de la categorie L-mod est le sous- 
ensemble de modules 

Tous les facteurs de V sont 1 
dans le bloc d’extensions b j 

En particulier, les blocs de la categorie L-mod sont en bijection avec I’ensemble Ext-bloc(L). 


C b = 


V £ L-mod 


Proposition 1.3.4 Chacun des blocs de la categorie L-mod est naturellement une categorie. 
Un bloc est en fait une sous-categorie pleine de L-mod. 


Cette proposition est la proposition 5.2 de Particle [NS11]. Le contenu de cette proposition 
apparait aussi dans [EGH + 11] au debut de la section 9.5, mais dans le contexte des modules 
pour une algebre de dimension finie. 

Tel que mentionne precedemment, une sous-categorie pleine signifie simplement que les espaces 
d’homomorphismes entre des objets de la sous-categorie sont les memes peu importe que l’on 
voie ces objets comme issus de la sous-categorie ou non. Concretement, si V et W sont des 
objets de C b pour un certain b £ Ext-bloc(L), alors Horn c b (V,W) = Horn l{V,W). 


12 



1.3.2 Proprietes capitales et objectifs du memoire 


Lemme 1.3.5 Soient V et W deux objets de L- mod. Pour chaque b E Ext-bloc(E), notons 
V b et W b la somme de tous les sous-modules de V et W, respectivement, qui sont dans le bloc 
C b , respectivement. Alors 

v = @ b e Ext-bloc(L) Vb IP = @ b e Ext-bloc(L) ^4 

De plus, on a que 

Horn L (V,W) = ®. S Ext-bloc(L) Hoirif/Vb, W b ) 

Ce resultat est le lemme 5.5 de Particle [NS11] . Ses auteurs, E.Neher et A.Savage, notent que 
la preuve de ce lemme est la meme que celle du lemme II.7.1 de [Jan03], qui correspond au 
meme resultat, mais dans le cadre des representations des groupes algebriques. Ce lemme est 
encore vrai dans le cadre de ce travail. 

Remarque 1.3.6 Dans la categorie E-mod, on peut montrer sans trop de difficulty que 
chaque objet s’ecrit comme une somme directe de sous-modules indecomposables ou les classes 
d’isomorphismes et la multiplicity des sous-modules indecomposables qui apparaissent sont bien 
definies. Ce resultat porte souvent le nom de « theoreme de Krull-Schmidt ». On le retrouve 
dans plusieurs references, par exemple [EGH + 11] (voir le theoreme 3.8.1). 

Le probleme 9.53 (ii) de [EGH + 11] fournit une autre perspective sur le lemme 1.3.5 lorsque 
combine au theoreme de Krull-Schmidt. Le contexte de cet exercice est cependant un peu trop 
precis pour pouvoir I’appliquer directement dans le cadre de ce travail. 

Le lemme 1.3.5 explique en quelque sorte la notation C = qui apparait dans la propo¬ 

sition 5.2 de [NS11]. Selon la notation adoptee jusqu’ici dans ce document, on ecrira plutot 

E-mod = ^ fe g Ext-bloc(L) dfo 

Cette decomposition et le lemme 1.3.5 justifient certainement l’utilite de la decomposition 
d’une categorie en blocs pour arriver a comprendre la composition des objets par leurs facteurs 
simples. 

Question de preciser ce qui a ete dit dans Pintroduction, les objectifs de ce travail sont les 
suivants : 

• Etiquetter les blocs de la categorie E-mod des modules de dimension finie pour une 
algebre de courants tordue C. 

• Decrire les ensembles Ext^V, W) lorsque V et W sont des E-modules simples de dimen¬ 
sion finie. 
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• Par le fait meme, decrire les blocs de la categorie des modules de dimension finie pour 
les formes tordues d’algebres de Lie simples (voir [LP13]). 

Remarque 1.3.7 Les blocs de la categorie des modules de dimension finie pour les formes 
tordues n’ont auparavant pas ete decrits. 
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Chapitre 2 


Algebres de courants tordues 


Le coeur du sujet se trouve dans ce chapitre. Tout d’abord, on y rappelle la notion d’une algebre 
de courants tordue et quelques commentaires. Puis, il sera question de developper un peu de 
theorie specifique a ce travail. Ensuite viendra une description precise du contexte et des objets 
etudies. Nous terminerons avec une presentation de la classification des blocs d’extensions de 
la categorie des representations de dimension finie pour une algebre de courants tordue donnee. 


2.1 Theorie specifique au present travail 

2.1.1 Notion d’algebre de courants tordue 

Rappelons qu’une algebre de courants tordue est une algebre de Lie obtenue connne une algebre 
de points fixes par l’action d’un groupe fini par fc-automorphismes sur un produit tensoriel de 
la forme g<8> S, ou g est une algebre de Lie simple de dimension finie et S est une fc-algebre 
de type fini, associative, commutative, unitaire et reduite. 

Une algebre de courants tordue est avant tout une sous-algebre de Lie de g ( 8 > S. Son crochet 
de Lie est done donne par 

[x < 8 > s, y < 8 > r] = [x, y] < 8 > sr ( 2 . 1 . 1 ) 


ou x, y € g et s, r € S. 


Concretement, si C est une algebre de courants tordue, alors on peut l’ecrire de la maniere 
suivante : 

C, = (g ® S ') 1 ={Fegi8)S| 7 £ = F pour tout 7 £ T} 
ou r est un groupe fini qui agit (a gauche) sur g<8>S par k -autornorphismes (d’algebre de Lie). 


Remarque 2.1.1 Le plus souvent, et dans le cas de bien des exemples interessants, les al¬ 
gebres de courants tordues sont des k-algebres de Lie de dimension in finie. D’un certain point 
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de vue, I’etude de ces objets permet done de comprendre davantage, ne serait-ce qu’un tout 
petit peu, une facette de la theorie des representations d’objets de dimension infinie. 


Le premier resultat important pour l’analyse d’un tel objet indique comment il est possible de 
decomposer l’action en utilisant la coliomologie galoisienne. Cette decomposition doit ultime- 
ment permettre d’utiliser des informations sur S pour mieux comprendre C. Voici rapidement 
quelques definitions necessaires a ce qui suivra. 


Definition 2.1.2 Soit G un groupe. On dit que A est un G-groupe (a gauche) si A est un 
groupe sur lequel G agit par automorphismes, e’est-a-dire oil 

9 (a 1 a 2 ) = 9 ai 9 a 2 

pour chaque choix de a±,a 2 £ A et de g £ G. 


On peut ensuite definir la notion de 1-cocycle de G dans un G-groupe A. Ces objets appa- 
raissent souvent lorsqu’il est question d’etudier la relation entre G et certains types d’objets. 


Definition 2.1.3 Un 1-cocycle de G dans un G-groupe A est une application a : G —>• A qui 
verifie 

a(gig 2 ) = a(gi) 91 ( a(g 2 )) (2.1.2) 

pour tout choix de g\,g 2 £ G. L’ensemble des 1-cocycles de G dans A est note Z l (G ; A). 
Etant donne un 1-cocycle a £ Z 1 (G ; A), il est usuel d’employer la notation suivante : 

a : G —» A 

9 1 t Otg 

... e’est-a-dire que a(g) £ A est note a g en pratique. 

Remarque 2.1.4 Un 1-cocycle a £ Z 1 (G ; A) n’est evidemment pas un homomorphisme de 
groupes de G dans A, mais le fait que (2.1.2) soit a un petit symbole pres d’en etre la propriety 
requise justifie que les 1-cocycles soient parfois appeles des homomorphismes croises. 


Une algebre de courants tordue correspond aux points fixes d’une algebre g<S> S sous l’action 
d’un groupe fini T. Dans ce contexte tres particular, on retrouve des 1-cocycles qui permettent 
de decomposer l’action du groupe T en des parties plus faciles. La proposition qui suit est en 
fait la proposition 2.2 de l’article [Laul4], 
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Proposition 2.1.5 Soit. £ = (g <g> S') 1 " I’algebre de courants tordue associee a une action de 
r sur g ® S. Alors, il existe une action T r% S par k-automorphismes (d’algebre de Lie) et un 
1-cocycle u £ Z 1 (r, Aut 5 _£j e (g <g> S)) tels que 


7 (x <S> s) = (« 7 o (1 tg> 7 )) (x < 8 > s ) 
= it 7 (x <g> 7 s) 


pour tout 'y£T,x£$ets£S. 


Dans ce cas-ci, le fait que g soit simple permet d’induire une action T rx Max S' a partir de 
l’action sur g®5. Puisque S est reduite, son radical de Jacobson est trivial. II devient alors 
possible de transferer Paction de T sur Max S’ a une action de T sur S. Une fois Paction r r% S 
etablie, on peut s’interesser a la collection des applications 

u~f : x (g) s 1 —> 7 (x ® 7 s) 

qui mesurent une sorte de « difference entre les actions de 7 sur g <8 )S et sur S ». Ces applications 
definissent en fait un 1 -cocycle de T a valeur dans le T-groupe Aut^- Lie(g <8) S). 


Remarque 2.1.6 II n’y a aucune ambiguite sur I’action induite de T sur S; voir a ce propos 
la preuve du theoreme 2.2 de [Laul4]- Par consequent, le cocycle u £ Z 1 (r, Auts i _z / j e (g < 8 > S)) 
ci-haut ne fait I’objet d’aucun choix. 


La structure de T-groupe sous-entendue sur Auts_Lie(g ( 8 > S) est donnee par Paction 
( 7 0) = (1 ( 8 > 7 ) o cj) o (1 <g> 7 _1 ), ou 7 £ T et <p £ Aut‘?_Lie(g < 8 > S). Des calculs montrent 
effectivement que chaque est bien un automorphisme S-lineaire de Palgebre de Lie g ( 8 ) S. 
Le 1-cocycle de la proposition s’ecrit done 

u : T —» Aut s _Lie(g 8 ) S) 

71—> u 7 

Une premiere chose bien utile que l’on peut faire avec ce resultat est de montrer que C n’est 
pas qu’une fc-algebre de Lie, mais qu’elle est aussi une S' r -algebre de Lie. 


Proposition 2.1.7 Les algebres de courants tordues sont des S r -algebres de Lie. 

Preuve : Le crochet de Lie de C defini en (2.1.1) est manifestement S'-lineaire. II est done 
suffisant de s’assurer que C est un 5 r -module, e’est-a-dire que S r . £ C C . 
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Fixons 7 € r et prenons r £ S r et l = YLi x i <8> s% £ C. Concretement, il s’agit de verifier que 
7 (r.£) = r.t. Calculons 



puisque r € S r . On peut done poursuivre en ecrivant 



= r?£ 
= r.i 


ou au passage a la troisieme ligne, la S-linearite de u 7 a ete utilisee. C’est done que r.t € C et 
ainsi, C est une S l -algebre de Lie. 

Q.E.D. 

Ce sera bien utile plus tard de savoir que l’extension d’anneaux S/S r est entiere. 

Lemme 2.1.8 L’extension d’anneaux S/S r est entiere. 

Preuve : Soit s £ S, alors le polynome 

7er 

est un polynome unitaire a coefficients dans S r dont une des racines est s. 

Q.E.D. 
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L’objet de ce travail est de classifier les blocs d’extensions de la categoric /1-mod. Certai- 
nement, il sera question de modules simples. C’est sans surprise que certains ideaux de C 
joueront un role important. 

Definition 2.1.9 L’ensemble Max C est I’ensemble des ideaux maximaux A4 d’une algebre de 
courants tordue C qui soient tels que £ ^ M.. 

Remarque 2.1.10 Cette definition assure que le quotient de L par ce qu’on appelle un ideal 
maximal soit une algebre de Lie qui n’est pas abelienne. Le quotient est alors une algebre de 
Lie simple dans le sens usuel. 

Rappelons que les ideaux d’une algebre de Lie sont aidomatiquement bilateres. 

En fait, il suit assez directement de cette definition que ces ideaux maximaux sont aussi des 
ideaux de C en tant que S' 1 -algebre de Lie. En effet, s’il existait A4 £ Max/1 et r 6 S l tels 
que rM. <£. A4 , alors rA4 + M. = C et puis 

£ = [C,C] = [rM+M,C] 

= [rM,C] + [M,C] 

= [M,rC] + [M,C] 
c [M,£\ 
c M 

Manifestement, ceci contredit l’hypothese que JH soit dans Max C, alors une telle situation ne 
se produit jamais. Ainsi, tous les elements de Max L sont des S' r -ideaux de L. 

2.1.2 Modules et algebres de Lie 

Dans cette sous-section, il est question de resultats incontournables concernant les modules 
d’une algebre de Lie L. Par ailleurs, une attention plus particuliere est portee aux L-modules de 
dimension finie. L’hypothese voulant que k soit algebriquement clos est generalement superflue 
dans cette sous-section a moins d’une indication contraire dans les hypotheses des resultats 
concernes, le cas echeant. 

Dans un premier temps, il peut etre amusant de classifier quelque chose puisque le but de ce 
travail de maitrise est de presenter une classification. 

Proposition 2.1.11 Soit L une algebre de Lie. Alors, il y a une bijection naturelle 

{ Classes d’isomorphismes de 1 n /T <T , ,, 

> ■> Horn k (L/£,k) = (L/L)* 

L-modides de dimension 1 j 
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Preuve : Soit V un L -module de dimension 1. En tant qu’espace vectoriels, V = k. Pour 
classifier les classes d’isomorphismes de L -modules de dimension 1, il suffit de classifier les 
actions lineaires de L sur l’espace vectoriel k. 


Une action lineaire de L sur k est un homomorphisme d’algebres de Lie 
p : L —> Endfc(L’) = k. Puisque Endfc(A’) est une algebre de Lie abelienne, toute fonction 
/ £ Honifc(L,L’) qui satisfait /|^/ = 0 est un homomorphisme d’algebres de Lie de L dans 
Endfc(£:). L’ensemble des classes d’isomorphismes de L-modules de dimension 1 correspond 
done a l’ensemble des fonctions / £ Hom^(L, k ) telles que L' C ker /. En d’autres mots, toute 
classe d’isomorphismes correspond a un element de Hom^ (L/L ', k) = ( L/L')*. 


D’un autre cote, chaque element de (L/L')* correspond a une action lineaire de L sur k. II ne 
reste done qu’a s’assurer que deux elements distincts de (L/L')* donnent lieu a deux actions 
distinctes de L sur k. Soit done X,p € (L/L')* avec A ^ /i. Alors, il existe t + L' € L/L' tel 
que A (1) ^ p(l) et puis les actions d e £ £ L sur 1 G k sont respectivement 


11 = \(£) . 1 = \(£) ll = n(£) . 1 = n(£) 


Elies sont done differentes et ainsi, la proposition est vraie. 


Q.E.D. 


Dans le reste de ce document, les L-modules de dimension 1 seront notes k\, ou A £ (L/L')*. Si 
£ £ L, l’ecriture X(£) signifiera reellement X(£ + L') et ainsi, les elements de (L/L')* seront sys- 
tematiquement identihes aux elements de L* qui valent 0 sur L'. Cette notation fornrellement 
inexacte a cependant toujours un sens bien dehni la ou elle sera utilisee. 

Dans un second temps, void plusieurs notions de base concernant des modules pour une algebre 
de Lie L. Ces definitions, constructions et resultats seront bien importants pour la suite. 


Definition 2.1.12 Soit L une algebre de Lie et soit V un L-module. Alors, le sous-module 
des L-invariants de V est I’ensemble 

V L = {u £ V | £.v = 0 pour tout £ £ L} 

Cet ensemble est exactement forme des elements de V pour lesquels Vaction de L est triviale. 
C’est en fait le plus grand soiLs-module trivial de V. 

L’ensemble V L est bien un sous-module de V. En effet, 0 £ V L . De plus, si a £ A; et V\,V 2 £ V L , 
alors pour chaque £ £ L on peut ecrire 

£.(av i + V 2 ) = a(£.v 1 ) + £.V 2 
= 0 + 0 
= 0 
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Ainsi, V L est un fc-espace vectoriel et par definition, L.V l = {0} C V L . L’ensemble V L est 
done certainement aussi un L-rnodule. II sera question de cet important sous-module dans la 
prochaine sous-section. 


Remarque 2.1.13 Si V est un L-module simple non-trivial. Alors, V L = {0}. 

Definition 2.1.14 Soient V et W des L-modules. Alors, leur somme directe V © W a une 
structure de L-module, oil l’action de £ € L donnee par 

£ ■ ( v,w ) = (. C.v,£.w ) 

Definition 2.1.15 Soient V et W des L-modules. Alors leur produit tensoriel V <g> W a 
une structure de L-module oil l’action de £ £ L est donnee par 

£ ■ (v <S> w) = (£.v) ®w + v<g> (£.w) 

Remarque 2.1.16 Soit V un L-module. Alors, I’isomorphisme naturel d’espaces vectoriels 
k <g> V = V devient un isomorhisme de L-modules si on munit k de la structure de module 
trivial. En effet, 


: V —>• V <S> fco 
v i —> v (8> 1 

verifie £.v (£.v) <S> 1 = (£.v) <S> 1 + v <8> 0 = (£.v) <8> 1 + v <g> (t.l) = £.(v (E> 1) pour tout 

choix de £ € L et v G V. 

En particulier, ce resultat atteste que la categorie des L-modules L-mod est une categorie 
monoidale, e’est-a-dire qu’a isomorphisme pres, I’ensemble des objets de L-mod forme un 
monoide avec operation <S> et unite ko- 


Lemme 2.1.17 Soient X,qi £ (L/L 1 )*. Alors, il y a un isomorphisme naturel de L-modules 

k\ <g) kp (2.1.3) 

Preuve : En tant que fc-espaces vectoriels, k\ ( 8 > k /t et A:a+^ sont naturellement isomorphes 
via l’identification 

/ : k x (8> kn k x+M 

a (g> b i —> ab 
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Cette bijection fc-lineaire est en fait un isomorphisme de L-modules. En effet, soit £ £ L et 
soit a (g> b € k\ <g) k^, alors 


f{£-{a®b)) = f(\(£)a®b + a® n{£)b) 

= \{£)f{a <g> 6) + / x(£)f(a <8> b) 
= (A + /r)(f)/(a<g>&) 

= £.f(a ® 6) 


Q.E.D. 

Remarque 2.1.18 Ce resultat est d’autant plus interessant au niveau theorique puisqu’il 
revele qu’en regard de la bijection de la proposition 2.1.11, l’addition dans I’espace vecto- 
riel (. L/L')* correspond exactement au produit tensoriel du cote des classes d’equivalences de 
L-modules de dimension 1. 

En particulier, des decompositions de I’espace vectoriel {L/L')* en sommes directes corres¬ 
pondent a des ecritures uniques des L-modules de dimension 1 comme des produits tens oriels 
de L-modules de dimension 1 oil chacun des « facteurs » correspondent a une des facteurs 
directs dans la decomposition de {L/L')* donnee. 

Definition 2.1.19 SoientV etW des L-modules. Alors, I’espace vectoriel Hom^V, W) a une 
structure naturelle de L-module ou I’action de £ € L est donnee par 

{£-f){v)=£.f{v)-f{£.v) (2.1.4) 

oil v €V. 

Remarque 2.1.20 Cette structure de module et la definition (2.1.12) du sous-module des 
invariants entrainent directement que 

(Horn*;(V, W)) L = Hom L (H, W) 

Ce module est done trivial en tant que L-module. 

Definition 2.1.21 Soit V un L-module et soit k$ le L-module trivial de dimension 1. Alors, 
le L-module Hom*.(V, ko) est appele le dual de V. 

Le dual d’un module V est note V*. 

Remarque 2.1.22 Soit V un L-module. L’action de £ G L sur f £ V* est 

(£-f){v) = £.f{v)-f{£.v) = -f{£.v) 
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Lemme 2.1.23 Soit V un L-module. Alors, il y a une bijection entre les sous-modules de V 
et les sous-modides de V*. 

Preuve : II est possible de definir les applications ensemblistes suivantes. 

ip : {Sous-modules de V} — > {Sous-modules de V*} 

N i —> {/ <G V* | /(n) = 0 pour tout n £ N} 

^b : {Sous-modules de V*} —> {Sous-modules de V} 

G i—> {u £ V | g{y) = 0 pour tout g £ G} 

En effet, on voit directement que si N est un sous-module de V et si G est un sous-module 
de V*. alors ip(N) et G ) sont des espaces vectoriels. Puis, si t G L et / € <p(N), alors pour 
chaque n G N, l.n £ N. II suit assez directement que L.ip(N) C <p(N) puisque 

(£■ f)(n) = —f (l.n) = 0 

Aussi, si v £ i/>(G), alors pour chaque g £ G, t • g £ G. II suit assez directement, ici aussi, que 
L.ijj(G) C ijj(G) puisque 

g (£.v) = -(£-g)(v) = 0 

Ainsi, les applications <p et V’ sont bien definies. Ces applications sont en fait inverses Tune de 
1’autre. On a effectivement 

iP{ip(N)) = N vtyiG)) = G 

Par exenrple, 'ij)(ip(N)') correspond aux elements de V qui sont envoyes sur 0 par tous les 
elements de ip(N). Par contre, ces derniers sont justement l’ensemble des fonctions qui valent 
0 sur N, d’ou N C ■0(^(A r )). Ensuite, si v £ V\N, on peut choisir un espace vectoriel 
U C V tel que V = N 0 Span fc {u} © U. Maintenant, il est possible de definir A £ V* tel 
que A|at0(7 = 0 et X(v) = 1 . Alors, A £ <^(1V) par definition, puis v £ "0(</?(A/")) et done 
V\N C V\'ijj^ip(N)^ => C N. Un raisonnement de la meme nature justifie l’autre 

egalite. 

Puisque ip et V’ sont des fonctions inverses l’une de l’autre, les deux sont des bijections. 

Q.E.D. 


Corollaire 2.1.24 Si V est un L-modide simple, alors V* = Hom^U, ko) Vest aussi. 

Preuve : Par la bijection donnee au lemme precedent et par l’hypothese donnant que V soit 
simple, il est automatique que V* n’a que deux sous-modules. Autrement dit, les seuls sous- 
modules de V* sont {0} et V*. Ceci donne que V* est un L-module simple. 

Q.E.D. 
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Lemme 2.1.25 Soient A £ {L/L')*. Alors, il y a un isomorphisme naturel de L-modules 

(kx)* = k- x (2.1.5) 

Preuve : On sait que l’espace vectoriel ( k \)* est de dimension 1. En tant que L-module, cet 
espace est isomorphe a k tJ pour un certain fi £ {L/L')*. II ne reste qu’a trouver ce /x. 

Soit t £ L et soit / £ (k\)*. Alors, Faction de £ sur / : k —>■ k est decrite par 

(£•/): a —f{£.a) = -f{\{£)a) 

= -mm 

On a done que chaque £ £ L agit sur (k\)* via l’application lineaire —A £ {L/L')*. Ainsi, il 
faut avoir (k\)* = k-\ en tant que L-modules. 

Q.E.D. 

Supposons maintenant que V et W sont des L-modules de dimension finie. Alors en tant que 
L-modules, il y a des isomorphismes naturels 

• V** = V (2.1.6) 

• {V ® W)* ^ V* 0 W* (2.1.7) 

• Hornby, W) = V* ®W (2.1.8) 

Voici maintenant des resultats incontournables en theorie des representations des algebres de 
Lie. Rappelons que l’algebre universelle enveloppante U{L) d’une algebre de Lie L est la k- 
algebre associative et unitaire definie comme etant le quotient de l’algebre tensorielle de L par 
les relations 

[x,y\ = x ®y — y ® x 

pour tout choix de x,y € L. Un element arbitraire de U{L) s’ecrit comme une somme de 
termes composes d’un produit d’elements de L. 

Theoreme 2.1.26 II y a une equivalence naturelle entre la categorie des L-modules et la 
categorie des U{L)-modules a gauche. 

Si V est un IA{L)-module, alors chaque £ £ L correspond deja a un element de Endfc V et cette 
croorespondance fait de V un L-module. Si maintenant V est un L-module, alors le U{L)- 
module correspondant est V avec action d’un mondme £\ ■ ■ ■ £ r {ou £j £ L) silc v £ V donnee 
par 

(4 • • -£ r ).v = £]_.{■ ■ ■ {£ r .v) ■■■) 
et ou il est suppose que 1 agit comme Idy. 
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Des details supplementaires sont donnes dans [Wei94] autour du theoreme 7.3.3. 


Theoreme 2.1.27 (Theoreme de Poincare-Birkhoff-Witt) Soit L une algebre de Lie. 
Supposons que comme k-espace vectoriel, L soit engendree par une base {l a }a&l ou I est un 
ensemble d’indices ordonnes. Alors, supposant que j > i => a j > a i> l’ensemble de mondmes 

{laf ■ ■ ■ l^J | r G N et e Qj G N pour tout aj € 1} 

est une base de T algebre universelle enveloppante U(L). Le « produit vide » correspond id a 
1 € k C U(L). 


On le retrouve entre autre dans [Wei94], voir le theoreme 7.3.7. 


Corollaire 2.1.28 Si L\ et L 2 sont deux algebres de Lie, alors ily a un isomorphisme naturel 
d’algebres associatives 

U{L 1 ®L 2 )^U{L l )®U{L 2 ) 


Corollaire 2.1.29 Soient L\ et L 2 deux algebres de Lie. Supposons que tous les modules qui 
apparaissent ci-dessous sont de dimension finie. Alors, 

(i) Soit V un L\-module simple et soit W un L 2 -module simple. Alors, V ®W est un 
(L 1 © L 2 )-module simple. 

(ii) Tout (L 1 © L 2 )-module simple est de la forme V © W, oil V est un L\-module simple et 
oil W est un L 2 -module simple. 


Preuve : Le resultat suit directement du theoreme 3.10.2 de [EGH + 11] ou l’on prend 
A = IA{L\) et B = U(L 2 ) en utilisant 1’isomorphisme du corollaire precedent ainsi que les 
equivalences de categories du theoreme 2.1.26 pour traduire le resultat tel quel. 

Q.E.D. 


Soit L une algebre de Lie et soit V un L-module. Si v £ V, on peut considerer l’ensemble 

U{L).v = {x.v | x € U(L)} 

Cet ensemble est en fait un sous-module de V et il est appele le sous-module engendre par 
v. II est evident que U(L).v est un sous-espace vectoriel de V etant donne que Laction de L 
(ou de U{L)) est hneaire. Aussi, si x.v € U(L).v , on a que x G U(L) et done pour tout £ G L, 
£.(x.v) = (£x).v G U(L).v puisque £x G U(L). 
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Remarque 2.1.30 En particulier, si de plus on suppose que V est un L-module qui soit 
simple, alors pour tout v G V \{0}, on a 


U(L).v = V 

C’est que {0} lA[V).v qui est un sous-modide du module simple V. 


Lemme 2.1.31 (Lemme de Schur) Soient V et W des L-modules simples. Alors, tout 
homomorphisme non-trivial entre V et W est un isomorphisme. En particulier, 

Hom L (E, W) {0} =► V =* W 

Preuve : Soit / G Homx,(V, W)\{0}. Alors, puisque ker / V est un sous-module du module 
simple V, ker / = 0 et f est injective. Aussi, puisque f 0, le sous-module irn W du module 
simple W est forcement W au complet et done / est un isomorphisme de L-modules. 

Q.E.D. 


Corollaire 2.1.32 Supposons qiLe k soit un corps algebriquement clos. Soit L une k-algebre 
de Lie et soient V et W des L-modules simples de dimension finie. Alors, 

, , f 1 si V = W 

dirrq. Horn^fP, W) = < 

I 0 si V ¥ W 


Preuve : Si V % W, le lemme de Schur donne aussitot que Horn ^ ( V, W) = 0. Si maintenant 
V = W, on peut choisir /, g G Hom/ y (V, W)\{0}. Toujours d’apres le lemme de Schur, f et g 
sont des isomorphismes. II suit que g~ l o / G EndL(P). Puisque V est de dimension finie et 
que k est algebriquement clos, il existe au moins une valeur propre A G A; de g -1 o /. Ensuite, 
on considere 

5 _1 of — Aldy G Endi(E) 

Le determinant de ce nouvel endomorphisme etant nul, on sait qu’il n’est pas inversible alors 
le lemme de Schur assure qu’il est, en fait, egal a 0. Si v G V, on peut alors ecrire 


(5 1 °f)(v) = An 

f(v) = A g(v) 

Ainsi, / = Xg et done dim*, Hom/\(V, W) = 1. 


Q.E.D. 


Remarque 2.1.33 Ce corollaire permet aussi de savoir que si done V etW sont des L-module 
simples de dimension finie, alors on sait que dim*. Homj^V, W) = dim*. (E* <g) W) L < 1 et que 
I’egalite tient si et seulement si V = W. 
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Proposition 2.1.34 Supposons que k soit un corps algebriquement clos. Soit L une algebre 
de Lie. Supposons que (p, V ) soit une representation de L qui soit irrediLctible et de dimension 
finie. Alors, L/ker p est reductive et la dimension de son centre est au plus 1. 

Preuve : Le fait que L/kerp soit reductive est une consequence de la proposition 5 de la 
section 6.4 de [Bou07]. II ne reste qu’a justifier le fait que la dimension de son centre est d’au 
plus 1. 

Le reste de la preuve est faite par contradiction. Puisque L/kerp est reductive, ecrivons 

Lj ker p = Z © S 

ou Z = Z(L/ker p) avec dim^ Z > 2 et ou S est une algebre de Lie semi-simple. 

Soient Z\,Z 2 € i?\{0} deux elements lineairement independants. Chaque element du centre Z 
agit sur le module simple V comme la multiplication par un scalaire. En effet, en sachant que 
Idy € Endi(P), le corollaire 2.1.32 demontre cette affirmation. Ainsi, peu importe v G V, on 
peut ecrire 


z\.v = Xv Z 2 -v = pv 

ou A, p £ A;\{0}. Toujours peu importe v & V. il est done egalement vrai que 

.V = pv = Z2-V 

Puisque V est une representation fidele (de U0<S), l’egalite precedente donne j-zi = Z 2 , mais 
cela est impossible puisque 2 q et Z 2 ont ete supposes lineairement independants. II faut done 
admettre que dim ^Z < 1. 

Q.E.D. 


Theoreme 2.1.35 (Theoreme de Weyl) Soit L une algebre de Lie semi-simple de dimen¬ 
sion finie sur k, un corps algebriquement clos. Alors, toute representation de dimension finie 
de L est la somme directe de sous-representations irreductibles. 


Pour une preuve, voir par exemple le theoreme 2 de la section 6.2 de [Bou07]. II vaut la peine 
d’elaborer encore davantage sur cette propriete qu’a une representation de s’ecrire comme la 
somme directe de sous-representations irreductibles. Pour commencer, nommons-la. 


Definition 2.1.36 Un L-module qui, en tant que module, est isomorphe a une somme di¬ 
recte de module simple est appele un module semi-simple ou encore une representation 
completement reductible. 
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Soit V un L-module semi-simple et soit A. un ensemble complet de representants des classes 
d’isomorphismes de L-modules simple (sans repetition). Alors, il y a par definition un isomor- 
phisme de L-modules 


r=© 

AeA 


A®n A {V) 


ou ua(V) £ N pour chaque A £ A. Ces nombres represented simplement les multiplicites des 
A £ A comme facteurs de V. 


Remarque 2.1.37 Si on suppose que V est de dimension finie, on pent evidemment prendre 
la somme directe sur Vensemble Adf des elements de A qui sont des modules de dimension 
finie. De plus, les ua(V ) valent toujours 0, sauf pour un nombre fini de A £ Adf- 


Proposition 2.1.38 Soit L une k-algebre de Lie et soit V un L-module de dimension finie. 
Alors, 

V est semi-simple V = © (Horne (A, V) <8> A ) 

A&Adf 

oil le symbole = fait reference a un isomorphisme particulier decrit plus bas. 


Preuve : Soit V un L-module de dimension finie. Posons 

•Adf = i A € A d f | n A (V) ± 0} 

La remarque precedente explique en fait que ffA^f < oo. Par definition, V est done un module 
semi-simple si et seulement si V = © 4 e _ 4 u A® nA ^ ■. D’abord, comme la somme directe est 
finie, on sait que pour chaque B £ A ^ on peut ecrire 

Horn l (B,V) = Horn L {B,® AeA v A enA( - V) ) 

df 

= ©A G ^(Hom L (L,A))® nA(y) 

Ensuite, B de meme que tous les A qui apparaissent dans l’expression precedente sont des 
modules simples de dimension finie. Ainsi, le corollaire 2.1.32 donne que 

dim*, Horne (A, B) = 5a,b 

Puis, si A = B, Home(A, A) est un module de dimension 1 et la remarque 2.1.20 nous assure 
que e’est un L-module trivial. II est done naturellement isomorphe a k q et on peut ecrire 

Horn l {B,V) = k® nB{V) 
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On peut maintenant dire que V est un module semi-simple 


V 

= © 

A®n A (V) 


A ^df 


V 

= © 

(A © • • • © A) 


A ^ A df 

n A (y) fois 

V 

= © 

((fco® A)ffi---ffi(fc 0 ®i4)J 


A ^ A df 

n A (V ) fois 

V 

= © 

((ko © • • • © k 0 ) ®^)) 


A ^df 

n A (V) fois 

V 

= © 

(fe 0 ® nA(y) ©A) 


A ^ A df 


V 

= © 

(Honii(^4, V) © A ) 


A ^df 


V 

= © 

( HoniL(^4, V) © ^4) 


A&Adf 



Q.E.D. 


2.1.3 Cohomologie des algebres de Lie 

Tel que decrit au chapitre 1, les notions de cohomologies sont definies a partir de complexes 
de chaines donnes. Dans le cas des algebres de Lie, ce qui est appele « la cohomologie » est 
quelque chose de bien determine en ce sens qu’elle est issue d’un complexe specihque. Quoi 
qu’il en soit, cette notion de cohomologie permet de tirer une foule d’informations sur une 
algebre de Lie donnee et sur ses modules. Dans le cas present, il sera important de relier les 
notions d’extensions de modules et de cohomologie ahn de tirer profit des differents resultats 
en cohomologie des algebres de Lie. 


Soit L une /c-algebre de Lie et soient ( py , V ) et (pw, W) deux L-modules. Tel qu’explique dans 
le chapitre 1, Ext \{V,W) est l’ensemble des classes d’equivalences d’extensions de V par W. 
Soit (pe,E) une extension de V par W ; E est un L-module et qu’il y a des homomorphismes 
de L-modules de faqon a former une suite exacte courte 


W 


E 


V 


(2.1.9) 


Puisque cette suite est aussi une suite exacte d’espaces vectoriels, il y a un isomorphisme 
d’espaces vectoriels E = W © s(V) = W © V pour chaque section s : V —>• E de l’extension 
(2.1.9). Lorsqu’une section s est hxee, peut alors voir pe comme etant une application a valeurs 
dans End/,,(IT © V). Etant donne t € L, on peut done ecrire 


Pe{E) 


(pw(t) d%(£)\ 
v 0 Pv(£)J 


w \ i _^ / Pw(E)w + d s E (l)v 

v ) \ Pv{£)v 


€Wev 


( 2 . 1 . 10 ) 
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ou d%(£) G Rom k (V,W). 


Remarque 2.1.39 La presence du zero dans la matrice ci-dessus est du au fait que W C E 
est stable sous l’action de L et au contexte qui fait que l’application E = W © V -» V qui 
definit l’extension est la projection naturelle. 

Remarque 2.1.40 L’application d s E : L —>• Horn^fV, W) est k-lineaire. 

Maintenant, puisque pe : L —» Endfc(W © V) est un homomorphisme d’algebres de Lie, pour 
chaque choix de £±,£ 2 G L, on doit avoir 

pe{[£ 1 ,^ 2 ]) = pe(£i)pe(£2) — pe{£2)pe{£\) 

La matrice (2.1.10) avec £ = [£\,£ 2 ] doit done etre egale a 

/ Pw{£ 1 ) dg(£i)\ / p w {£ 2 ) d E (£ 2 )\ _ / pw(£ 2 ) d s E (£ 2 )\ (pw{£ 1 ) d s E (£i)\ 

\ 0 pv(£i)J V 0 pv(£ 2 )J \ 0 pv(£ 2 )J v 0 pv(h)J 

Ce qui se traduit par les relations 

Pw{[£ 1 ^ 2 ]) = pw(£\)pw(£ 2 ) - pw{£ 2 )pw{£\) (2.1.11) 

d%([£i,£ 2 ]) = Pw{£\)d%(£ 2 ) + d s E (£i)pv(£ 2 ) ~ Pw(£ 2 )d s E {£i) - d s E (£ 2 )pv(£i) (2.1.12) 

pv{[£i,£ 2]) = pv(£i)pv{£ 2 ) - pv(£ 2 )pv(£i) (2.1.13) 

La premiere et la troisieme des relations apparaissant ci-haut n’apportent rien de nouveau 
puisque Ton supposait deja que V et W etaient des L-modules. Par centre, la relation (2.1.12) 
apporte de l’information sur E. En gardant en tete que d s E {£) G Horn k(V,W) pour chaque 
£ G L donne et en se souvenant de la structure naturelle de module sur Honifc(V, W) donnee 
par (2.1.4), la relation (2.1.12) s’ecrit directement 

d° E {[£i,£ 2 ]) = {£1 • d%(£ 2 )) - (£ 2 • d a E (h)) (2-1.14) 

Avant d’aller plus loin, il est souhaitable d’introduire sans plus tarder la notion de derivation 
pour eventuellement traduire simplement ce qui decrit E. 

Definition 2.1.41 Soit U un L-module. Une derivation de L dans U est une application 
lineaire d : L —>• U qui satisfait la relation 

d{[hM) = £i.d(£ 2 ) - £2-d(£i) 

pour tout choix de £\,£ 2 G L. L’ensemble des derivations de L dans U est note Der(L, U). 
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Definition 2.1.42 Une derivation d £ Der(L,U) est dite interieure s’il existe u £U tel que 
pour tout £ £ L, on ait 

d{£) = l.u 

Cette derivation sera dorenavant notee d u . 

L’ensemble des derivations interieures de L dans U est note IDer (L,U). 

Remarque 2.1.43 Les derivations interieures sont bien des derivations puisque si u £ U et 
£1 ,f 2 eL, alors d u ([h ,£ 2 ]) = [h,h].u = - l 2 .(£i.u) = £i\d u (l 2 j)- £ 2 .{d u {h)). 

Remarque 2.1.44 Les ensembles Der (L,U) et IDer (L,U) sont des k-espaces vectoriels. 

Remarque 2.1.45 Soit V un L-module. Alors, il existe toujours une suite exacte courte 

0 -4 V L -4 V -4 IDer(L, V) -4 0 

En effet, il y a une application surjective app : V -» IDer(L, V ) qui a un element v £ V 
associe la derivation interieure d v £ IDer(L, V). Le noyau de cette application est I’ensemble 
des elements v £ V qui sont tels que d v = 0. Cette condition est equivalente a avoir t.v = 0 
pour chaque l £ L. Ainsi, ker (app) = V L , le sous-module des L-invariants de V. 

D’apres (2.1.10), il est immediat qu’une extension E de V par W dans la categorie i-mod est 
completement determinee par la connaissance de l’application lineaire d s E : L —>■ 1100^(1^, W). 
A la lumiere des precedentes definitions, le fait que cette application d s E satisfasse la relation 
(2.1.14) se traduit simplement par l’appartenance 

d% £ Der (L, Hom fe (F, W)) 

Ainsi, une extension (de V par W) correspond a une certaine derivation de l’algebre de Lie L. 
Cette derivation depend bien entendu du choix de la section s : V —> E de l’extension (2.1.9), 
mais il se trouve que le choix d’une differente section, a, de l’extension (2.1.9) donne lieu a une 
relation toute particuliere entre d s E et d E ; ils appartiennent au meme co-ensemble de l’espace 
quotient 

Der (L, Hom fc (V, W)) / IDer (L, Hom fc (C, W)) 

Pour expliquer ce lien entre d s E et d E , commengons par ecrire 

E s = W © V = VL © s(V) E a = W © V = W © a(V) (2.1.15) 

Alors l’isomorphisme naturel suivant fait le lien entre les L-modules E s et E a : 

<!> = ( ldw S ~A : E S = W ®V ®V = E a 

\ 0 Idy j 
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Notons que 4> est un isomorphisme de L-modules d’apres les definitions de la ligne (2.1.15). 
En particulier, la structure de module sur E s doit verifier 


PE a {£) = § 1 o p Ea o 4> 

Grace a cette equation (2.1.16), on peut deduire que 


pw(£)w + d s E (£)v 
pv(Z)v 


= $ 


-l 


Pw{£)w + Pw{£){(s ~ cr)v) + d%{£)v \ 

VV pv{t)v ) 

pw(t)w + Pw{£){(s ~ cr)v) + d E (£)v - (s- a 

Pv(£)v 


pour tout l G L, w G W et r £ F. Ainsi, on trouve la relation 

d%(£) = d%(£) + (£■(*>- a)) G Hom fe (V, W) 


(2.1.16) 


(2.1.17) 


Finalement, puisque s — a : V —> E est reellement une application /c-lineraire a valeurs dans 
le sous-espace W C E, on voit que le second terme de (2.1.17) implique 


d s E = d a E e Der (L, Hom fe (V, W)) / IDer (L, Hom fc (E, W)) 


(2.1.18) 


Remarque 2.1.46 Etant donne la relation (2.1.18), le choix d’une section s, a (ou toute 
autre) de Vextension (2.1.9) ne sera absolument pas important pour la suite des choses. Ceci 
peut-etre bien compris a la lecture de la prochaine proposition. 

En consequence, I’ecriture du symbole dE sous-entendra un choix prealablement arrete d’une 
section de l’extension (2.1.9) dans tout le reste du document. 

Le prochain result at permet de caracteriser une classe d’equivalences de Ext^(V,W) arbi¬ 
trage. Ceci permet de cerner l’information reellement interessante fournie par la donnee d’une 
extension E. 


Proposition 2.1.47 Soit L une algebre de Lie. Deux extensions E\ et E 2 de V par W sont 
equivalentes 

4=>- d^= £ Der (L, Hom k (V, W)) / IDer (L, Hom fc (P, W)) 

Preuve : Soient E\ et E 2 deux extensions telles que ei/q = dE 2 • Soit / G Homfc(V, W) tel 
que dE 1 = dE 2 + d?. Comme espaces vectoriels, on a encore 

E\ = W ®V 
E 2 = W®V 
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Dans ce cas, l’application 


<p ■ E\ —> E'2 

w \ I w + f(v) 

V J l V 

est une equivalence d’extensions entre E\ et E- 2 - En effet, c’est une application lineaire inver- 
sible dont 1’inverse est 


<p 1 : E 2 — 

(:)- 

Ensuite, si £ € L et w + v £ E\ = W © V, alors 
/ w \ „ / w + f(v) x 


Ei 

w - f(v) 


£.tp 


= £. 


= Pe 2 {£) 


w + f{v) 


est bien egal a 


(pl£. 


w 


= V 


'Pw(£) d E2 (£)\ ( w + f(y) \ 
v 0 p v {£)) \ v J 

' Pw{E)w + p w (£)f(v) + d E2 (£)v 
, pv(£)v 


pw(E)w + d El (£)v 
pv(£)v 


_ { Pw(£)w + d El {t)v + f(p v (£)v) \ 

\ pv{£)v J 

puisque d’abord, les deuxiemes composantes de ces vecteurs sont egales et que les premieres 
composantes sont aussi egales par l’hypothese a 1’effet que d El = d E2 + . En effet 

d-f (£)v + d E2 (£)v = d El (£)v 

(£■ f)(v)+ d E2 (£)v = d El (£)v 

Pw(£)f(v) - f(pv(£)v)+d E2 (£)v = d El {£)v 

Pw(£)f{v) + d E2 (£)v = d El (£)v + f(pv{£)v) 

p w (£)w + p w {£)f(v) + d E2 (£)v = p w (£)w + d El (£)v +f(p v (£)v) 


Enfin, le diagramme qui suit commute puisque l’application ip envoie un vecteur 
(0, v) € W © V = Ei sur le vecteur € W 0 V = E 2 . 


33 



E i 



IT ©D 


E 2 


Maintenant, il reste a montrer que si E\ et E 2 sont des extensions equivalentes, alors 
d El = dE 2 dans le quotient des derivations par les derivations interieures. Par hypothese, 
on a un diagramme commutatif 


0 




V 


* 0 


oil ip : E\ = W ® V — > W ®V = E 2 est un isomorphisme de L-modules. Puisque le diagramme 
commute, si re € W, alors il faut avoir p(w + 0) = w + 0 et si p : W © V —> V, il faut avoir 
p = p o tp. Done, pour un v G V, on a ip(w + v) = (w + 0) + (w + v) ou w G W depend 
lineairement de v. Tout ceci se traduit par le fait que la matrice qui represente 


tp : E 1 = W ®V ®V = E 2 

est de la forme 

(ld w f \ 

V 0 U v ) 


pour un certain / G Horn^V, W). De plus, le fait que p soit un isomorphisme de L-modules 
permet d’ecrire que peu importe £ G L, w G W et v G V, on a l’egalite 


£.ip(w + v) 
e ^ W + f(v) ^ 

f Pw{£)w +pw(t)f(v) + d E2 (£)v \ 

v pv(l)v ) 

Cela donne directement 


= <P 


tp(£.(w + v )) 

/ p w (£)w + d El (£)v 
\ Pv(l)v 

Pw + d E 1 (£)v + f (p v (£)v) 
pv{£)v 


Pw(t)f(v) + d E2 (£)v = d El (£)v + f(p v (£)v) 
Pw(t)f(v) - f(p v {£)v) + d E2 (£)v = d El (£)v 
(£ ■ f) ( v ) + d E2 (£)v = d El (£)v 
d^ (£)v + d E2 (£)v = d El (£)v 
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On peut done conclure que ci/j 1 = 5e 2 G Der (L, Hom(V, IE))/IDer (L, Hom(C, LE)). 

Q.E.D. 

Corollaire 2.1.48 Soit E une extension de V par W telle que dE € IDer (L. Honr(V, LE )), 
alors E est une extension de V par W equivalente a Vextension triviale 

0 -> W -> W © V ->■ V ->• 0 

Eri particulier, E = W ®V comme L-module. 

En fait, il y a une notion de cohomologie pour les algebres de Lie que Ton peut tier tres 
fortement aux quelques resultats ci-haut. L’avantage de ce faire est de donner acces a tous 
les theoremes (et idees) qui ont ete developpes dans le cadre de la cohomologie des algebres 
de Lie. Cette theorie donne beaucoup d’outils pour l’analyse des extensions dans £-mod, la 
categorie des modules de dimension finie d’une algebre de courants tordue C. Sans introduire 
tout ce langage « cohomologique », des resultats de cohomologie des algebres de Lie plus 
avances seront, tout de meme, mis a contribution dans la suite de ce travail. 

Definition 2.1.49 Soit L une algebre de Lie et soit V un L-module. Alors, la premiere 
cohomologie de L a valeurs dans V est l’ensemble 


R\L -V) = Der(L, l/)/LDer(L, V) 


(2.1.19) 


Remarque 2.1.50 Soit V un L-module. II existe une suite exacte 


0 -> V L -»• V -l Der(L, V) -> H 1 (L ; V) -»• 0 


Les premieres applications etant les memes que celles decrites a la remarque 2.1.45. La derniere 
application est simplement le passage au quotient. 


Pour tout ce travail, il sera suffisant de ne definir que la premiere cohomologie. Par ailleurs, 
la proposition 2.1.47 permet d’interpreter directement les classes d’equivalences d’extensions 
entre deux L-modules donnes en termes de la premiere cohomologie. 


Proposition 2.1.51 Soient V et W deux L-modules. Il y a une bijection naturelle entre les 
classes d’equivalences d’extensions Ext \{V,W) et la premiere cohomologie de L a valeurs dans 
le L-module Honifc(E, W). En somme, 


Exti(V, W) ^ H 1 (L ; Bom k (V, W)) 


( 2 . 1 . 20 ) 


ou fait reference a la bijection naturelle donnee par la proposition 2.1.47. 
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Remarque 2.1.52 Soient V et W des L-modules. Puisque de la bijection naturelle 2.1.20 
et de la definition 2.1.49, on pent attribuer a Ext^(V, W) la structure d’un espace vectoriel. 
Concretement, si Classes -H- dj, et Classes df, sont des classes d’eqidvalences 
d’extensions de V par W, alors comme modules 

Classes = © V) ou p^(£) = ^ J pour chaque £ € L (2.1.21) 

V 0 9\i()J 

Classes = {pf,.W ®V) ou Pj,(£) = pour chaque £ ^ L (2.1.22) 

V 0 

De plus, si a € k, alors Classes + a ■ Classes est la classe d’equivalences de I’extension 
donnee par (p^+a*, W © V) ou 

rn fpw(£) (<4 + adx) (£)\ 

P*+a*(l) = ... pour chaque £ <E L 

\ 0 Pv{£) J 

Ainsi, Classe ^ + a ■ Classe ^ + adj, . Cette addition est done associative, chaque 

classe a un inverse additif et le corollaire 2.1.48 assure I’existence d’un element neutre additif. 
De plus, la multiplication scalaire est compatible avec cette addition. Cette structure d’espace 
vectoriel sur Ext \(V,W) donne un sens au traitement de tels ensembles comme des espaces 
vectoriels. Par exemple, il sera soiment question de sommes directes ©. 


Lorsque V et W sont des L-modules de dimension finie, on peut utiliser l’isomorphisme naturel 
(2.1.8) pour ecrire 

Ext^(V, W) = H^L ; E* © W) (2.1.23) 

Puis, on peut ecrire 

H^L ; V* © W) = H 1 (L ; /c 0 © (V* © W)) 

= H 1 (L ;Hom fc (fc 0 ,y*®W’)) 


H 1 (L ; V* © W) = H 1 (L ; (V* © IE) © k 0 ) 

= H 1 (L ; (V © W*)* © ko) 

= H 1 (L ; Hom*.(E © W*, ko)) 


Corollaire 2.1.53 Soit L une algebre de Lie et soient V et W, des L-modules de dimension 
finie. II y a alors des isomorphismes naturels 

Exti(E © W*, k 0 ) = Ext l(V, W) “ Exti(jfeo, V* © W) (2.1.24) 
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Dans un autre ordre d’idee, si T est un L- module trivial et si £\, £2 L sont des elements 
arbitraires de l’algebre de Lie, alors 

IDer(L, T) = {d t : £ h-> l.t = 0 | t G T} 

= 0 

et Der(L,T) = {d e Rom k (L,T) | d([£ 1 ,£ 2 \) = £i-d(£ 2 ) ~ = 0} 

= {de Horn k (L,T) | d(L') = 0} 

Corollaire 2.1.54 Soit L une algebre de Lie et soit T un L-module trivial. II y a alors des 
isomorphismes 

H 1 (L;T) = Der (L,T) = Hom fc (L/L',T) (2.1.25) 

En particulier, H 1 (L ; ko) = ( L/L' )*. 

Remarque 2.1.55 Soit V un L-module. Alors, la definition du sous-module des L-invariants 
V L (definition 2.1.12) en fait le plus grand sous-module de V pour lequel L agit comme 0. 
Ainsi, pour tout L-module V, on aura toujours 

H X (L ; V L ) = Homfc(L/L', V L ) 

Corollaire 2.1.56 Soit A £ (L/L')*. Alors 

Ext l L (k x ,k x )^(L/L')* (2.1.26) 

Preuve : Par les isomorphismes (2.1.3), (2.1.5) et (2.1.24), on peut ecrire 

Exti(fc A ,&A) - Ext ii^Oyko) = H l (L ; k 0 ) 

Enfin, les isomorphismes naturels (2.1.25) du corollaire precedent donnent le resultat. 

Q.E.D. 

Une question legitime survient : comment decrire Ext^(A: A , k ^) lorsque A//i£ (L/L')* ? 

La proposition suivante donne une reponse a cette question en reprenant plusieurs notions 
vues jusqu’ici. Le niveau de satisfaction que procure cette reponse est cependant variable. II 
depend de fagon proportionelle au niveau de confiance en la capacite du lecteur a calculer les 
objets consideres. 

Proposition 2.1.57 Soit A € (L/L')* \{0}. Considerant A comme un element de L* qui s’an- 
nulle sur L', posons K = ker A C L. On a alors un isomorphisme naturel 

H \L ■ k x ) = Hom i/A - (K/K', k x ) 
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Preuve : Puisque A 7 ^ 0, il existe u £ L tel que A(it) = 1. Le but avoue de cette proposition 
est de decrire l’espace quotient des derivations de L dans k\ par les derivations interieures. 
Pour commencer, traitons quel que peu des derivations interieures. 

L’ensemble IDer(L, k\) est forme des derivations d a ou a € k. Soit t € L, alors 

d a (l) =£.a 
= a(£. 1 ) 

= a\{£) 

Done, IDer(L,/c^) = Span fc A = k A. En particulier, e’est un espace vectoriel de dimension 1. 
Ensuite, toute derivation d € Der(L, k\) peut s’ecrire 

d = {d, — d{u) A) + d(u) A 

On peut alors remarquer directement que d(u )A € IDer (L,k\) et que (d — d(u) A) est une 
derivation qui vaut zero lorsqu’on l’evalue en u £ L. Par ailleurs, si une derivation d est telle 
que d(u) = 0, alors (d — d(u) A) = d et d(u )A = 0. L’ensemble Vq des derivations d telles que 
d{u) = 0 est un sous-espace vectoriel de Der(L, k\) et on a 

Der(L, k\) =Vq® IDer(L, k\) 

Enfin, la definition de la premiere coliomologie donne H 1 (L \k\) = T>q. II suffira done de 
decrire plus precisement T >0 et le tour sera joue. 

D’abord, comme dim/.= 1, K C L est un ideal de codimension 1. II s’en suit que chaque 
£ € L peut s’ecrire comme 

l = aiu + uj (2.1.27) 

ou ai G k et u G K. Ceci justifie le fait que Vq Der(A', k\) puisque si d € V 0 , alors 
d(£) = afd(u ) + d(u>) = d{u). Puis, comme k\ est un /i-module trivial, les isomorphismes 
(2.1.25) donnent que 

Do ^ Der (K, k x ) = Hom fc (K/K 1 , k) = (K/K 1 )* 

De plus, si d £ T >q et u G ker A, alors on peut ecrire 

d(uj) = (d — d(u)\) (uj) 

= d{oj) — A (u)d(u) 

= X(u)d(u) — \{tjj)d{u) 

= u.d( uj) — ui.d{u) 

= d([u,u]) 
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C’est done dire que pour tout uj £ K, on a d[uj — [it, w]) = 0. Ainsi, 

V 0 ^ {/ £ {K/K'Y | f(uj-[u,uj]) = 0 pour tout cj £ A'j 


II faut maintenant montrer l’inclusion inverse. Soit / £ ( K/K'Y tel que f[uj — [it, a;]) = 0 
pour tout uj £ A. Ayant alors en tete (2.1.27), on peut voir / comme une derivation / £ T>q 
par la formule /(An + uj) = f (uj) . Cette definition donne immediatement /(it) = 0. 


II ne reste alors qu’a s’assurer que / £ Der(L, k\). Si t\ = Au + uj et £2 = Bu + 5 sont des 
elements arbitraires de L, on a [Cl, ^ 2 ] = A[u,5] — B[u,u] + [w,<5] et done, 

f{[hJ 2 ]) =Af([u,5]) - Bf([u,u ]) 

= Af(5) - Bf (ZJ) 

= A (h)Rh) - A (h)f(h) 

=h 


Ainsi, on peut conclure que 

T>q = j/ £ ( K/K'Y I f(u — [it,w]) = 0 pour tout uj £ A'j 

II ne reste plus qu’a montrer qu’il est egal a Horn l / k (K/K', k\). Un element / £ (. K/K'Y 
satisfait la propriety /( uj — [it, oj\ ) =0 pour tout uj £ K 


f(Bui — B[u, w]) =0 pour tout uj £ K et B € k 

uj — [Bu, uj] ) = 0 pour tout uj £ K et B £ k 
f(\(Bu + 5)uj — [Bu, uj] — [5, uj] ) =0 pour tout uj,5£KetB£k 
f(\(Bu + 5)uj — [Bu + 5, uj] ) =0 pour tout uo,d£KetB£k 
f (A (£)uj — [£, uj] ) =0 pour tout uj £ K et l £ L 
A(f)/(tj) — /( [l, uj] ) =0 pour tout uj £ K et l £ L 
t.f(uj ) — f(£.Zj) = 0 pour tout uj £ K et i £ L 
\{l + 0)/(tj) — /([•£ + 0,uj\ ) =0 pour tout uj, 9 £ K et £ £ L 
(£ + 0)./(tj) — f((£ + 0).uj) =0 pour tout uj,d£Ketl£L 
f ettom L/K (K/K',k x ) 


Enfin, on obtient H 1 (L ; k\) = T >0 = Horn l/k(K/K', k\). 


Q.E.D. 


Corollaire 2.1.58 Soient A,/r £ (L/L')*. Posons K = ker(/r — A). Alors, 

Ext^(fc A , k^) = Horn l / k (K/K', k^x) 
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Corollaire 2.1.59 Soit L une algebre de Lie abelienne et soient X, p, £ L* = (. L/L')*. Alors 


Extl(k\, k,j,) = 


L* si A = n 
{0} si A / n 


Preuve : Avec le corollaire precedent, on obtient directement la reponse proposee dans le 
cas ou A = p. Par contre, si A 7 ^ p, l’ensemble Ext l L {k\,k^) vaut Vom. L / K (K / K' ou 

K = ker(/r — A). 

Etant donne que L est abelienne, K/K' est un L/K- -module trivial. Si on choisit un / dans 
Hom L / K (K/K', il suit directement que f(K/K') C [k ll -\) L l K . Par ailleurs, k^\ est 

un L/K -module simple qui est non trivial par hypothese et done {k tl -\) L l K = {0}. Ainsi, 
f(K/K') = {0} ou, autrement dit, / = 0 (la fonction nulle). 

Q.E.D. 


Apres tous ces resultats sur les extensions entre modules de dimension 1 , voici un resultat 
cohomologique relativement general, mais bien utile : 


Proposition 2.1.60 Soient L\ et L% deux algebres de Lie et soient V = V\ ® V 2 et 
W = W\ (8> W -2 des ( L\ © L 2 )-modules simples. On peut supposer que Vi et W % sont des 
Li-modules simples d’apres le corollaire 2.1.29. Sous ces hypotheses, on a 


E x ti ieL2 CW = 


{ 0 } 

Exti 2 (P 2 ,!E 2 ) 

Exti^Wi) 

Ext^ (Vi, W\) © Ext ^ 2 (V 2 , W 2 ) 


si Vi ¥ Wi et V 2 ¥ W 2 
si Pi ^ W± et P 2 £ W 2 
si Pi % IP, et P 2 ^ W 2 
si Pi ^ IP, et P 2 = W 2 


(2.1.28) 


Pour comprendre une preuve de la proposition ci-haut, voir la proposition 2.7 b) de [NS11]. II 
s’agit de jouer avec les liens de dualite entre les notions generales d’homologie et de cohomologie 
pour algebres de Lie afin de reinterpreter la formule de Kunneth, une formule donnant des 
isomorphismes naturels entres certains ensembles d’homologie, mais pour les ensembles de 
cohomologie. 

En terminant la presente sous-section, voici un resultat qui se revelera tres utile dans la 
demarche de classification des Ext-blocs pour les algebres de courants tordues. La preuve de 
ce resultat est plutot elementaire et se resume a manipuler differents types de derivations. 


Proposition 2.1.61 Supposons que k soit un corps algebriquement clos. Soit L une k-algebre 
de Lie reductive et de dimension finie. 

Supposons que T soit un L-module trivial et que V soit un L-module simple, non-trivial et de 
dimension finie. Alors, 

Exti(T,P)-{0} 
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Preuve : Par definition, Ext^(T, V) = H 1 (L ; Homfc(T, E)). Montrer le lemme, c’est montrer 
que toute derivation de Der (L, Honi£.(T, E)) est interieure. Soit done d £ Der (L, Horn^T, E)). 

Par definition, d £ Homfc (L, Homfc(T, E)) et pour toute combinaison de x, y £ L et de t £ T, 
la propriety des derivations s’ecrit 

(d([x, y])) (t) = (x ■ d(y)) (t) - (;y ■ d{x)) (i) 

= x.((d(y))(t)j - (d(y))(x.t) + y.((d(x))(t)) - (d(x))(y.t) 

= z-((d(y))(t)) ~ y.((d(x))(t)J 

Fixons maintenant un t £ T. On obtient alors une derivation de L dans E 

S t : L — > V (2.1.29) 

x i—>■ {d(x))(t) 

En effet, St est fc-lineaire et si x, y £ L, on a directement 

$t{[x,y]) = (d([x,y]))(t) 

= x.((d(y))(t)) -y.((d(®))(*)) 

= x.S t (y) - y.6 t (x) 

Maintenant, les hypotheses de la courante proposition permettent de justiher que 
Ext^(A:o,E) = {0}. Ainsi nous pourrons continuer en supposant que 

6 t £ Der(L, V) = IDer(L, E) 

pour ce meme t £ T prealablement fixe (et arbitraire). 

Voici d’abord comment justiher que Ext^(fco,E) = {0}. Puisque L est une algebre de Lie 
reductive et de dimension fine sur un corps algebriquement clos, on peut ecrire 

L = Z © 5 

oil Z est une algebre de Lie abelienne et oil 5 est une algebre de Lie semi-simple sur un corps 
algebriquement clos. Ensuite, la partie (ii) du corollaire 2.1.29 permet d’ecrire 

V = k x ® E 5 

oil A £ Z* et oil Es est un 5-module simple de dimension bnie. Notons que le L-module trivial 
L’o s’ecrit fco ® ko oil le premier facteur peut-etre vu comme un iE module et oil le second 
peut-etre vu comme un 5-module. 
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II est ici possible d’utiliser la proposition 2.1.60 avec L\ = Z, L 2 = S. Celle-ci nous donne 
d’abord que 


Ext^(fc 0 , V) = < 


{ 0 } 

ExtgOo, Vs) 
Ext^(fco, k\) 

Ext^(/co, k\) © Ext ^(k 0 , V s ) 


si 0 / A et ko ^ Vs 
si 0 = A et ko ^ V 5 
si 0 7 ^ A et ko = V 5 
si 0 = A et &o — Ks 


(2.1.30) 


Notons ensuite que par le theoreme de Weyl (voir theoreme 2.1.35), Extlj(A;o, Vs) = {0} 
puisque la categorie <S-mod est semi-simple. Notons egalement que le corollaire 2.1.59 donne 
que 


Ext z(k Q ,k x ) = 


Z* si 0 = A 
{0} si 0 + A 


Combinant ces dernieres informations dans l’equation (2.1.30), celle-ci devient 


, , I {0} si V est un L-module non-trivial 

Ext i(k 0 ,V) ^ 1 f (2.1.31 

Z* si V est un L-module trivial 


... mais par hypothese, le L-module simple V est non-trivial; ce qui donne bien 

Ext^(fc 0 , V) — {0} 

tel que voulu. Ainsi, pour chaque t 6 T fixe, la derivation 6t donnee a la ligne (2.1.29) est 
interieure, c’est-a-dire que 

St € IDer(L, V) 

D’apres la remarque 2.1.45, la suite d’espaces vectoriels suivante est exacte : 

0 ->• V L -»• V -> IDer(L, V) -> 0 

Les suites exactes courtes d’espaces vectoriels sont toutes scindees. Ainsi, il existe certainement 
une section dans la categorie des espaces vectoriels 

s : IDer(L, V) -)• V 

Autrement dit, s est une application /c-lineaire. Par definition de cette section, la propriete 
suivante est satisfaite : 

St(x) = x.s(6t) pour tout 

A 5t € IDer(L, V), on peut done faire correspondre un vt = s(5t) £ V. Considerons maintenant 
l’application ensembliste 


fd-.T 


V 


t 


vt 
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Montrons que c’est une application fc-lineaire. Soient t\,t 2 £ T et soit a £ k. Alors pour tout 
i £ I, on peut ecrire 


5 atl+t2 {x) = (d(x))(ati + t 2 ) 

= a(d(x)) (ti) + (d(x)) (t 2 ) 

= a5 tl (x) + S h (x) 

L’application t ^ St est done &:-lineaire. Puisque la section s : IDer(L, V) —> V est aussi 
fc-lineaire, la composition de ces deux applications, e’est-a-dire fd, est fc-lineaire. Autrement 
dit, f d £ Hom fc (T, V). 

Enfin, pour tout i £ T, on peut ecrire 

(d(x)){t) = 5t(x) 

= X.Vt 
= x.f d (t ) 

= x.f d (t) - fd{x.t) 

= {x ■ fd) (■ t ) 

Ainsi, d(x) = x ■ fd pour tout x £ L. La derivation arbitraire d £ Der (L, Homfc(T, V)) est 
done interieure. En conclusion, on obtient 

Exti(T, V) = H 1 (L ; Hom fc (T, V)) = {0} 

Q.E.D. 


2.1.4 Modules d’evaluation pour une algebre de courants tordue 

Dans cette sous-section, k sera un corps algebriquement clos. 


La notion de module d’evaluation est apparue dans les annees 1980. Elle a notamment ete 
utilisee pour classifier des representations d’algebres de lacets. Depuis, cette meme analyse a 
pu etre adaptee a des contextes plus generaux. Recemment, les modules de dimension finie 
des algebres d’applications equivariantes et des formes tordues d’algebres de Lie simples ont 
ete etudies en detail grace a cette approche. Dans cette courte sous-section, les modules d’eva¬ 
luation sont introduits dans le contexte des algebres de courants tordues. Ce type de module 
joue un role de premier plan dans le present effort de classification. 


Soit M £ Max S'. Puisque S est une L’-algebre de type fini, S = k[x\,... ,xt]/I ou I est un 
ideal de k[x i,... ,Xt]. Par la correspondance des ideaux d’un quotient, on sait que M = M/I 
ou M £ Max k[x \,..., xf\. Le Nullstellensatz d’Hilbert (voir [GW09], theoreme A.1.3) donne 
que M = (x i — ai,... ,Xt — at) pour certains scalaires a* £ k. Ainsi, on obtient 


C/Af ^ k[xi,...,x t ]/I k[x 1 ,...,x t ] 

M/I M 


k[x i, ...,x t ] 

{x 1 d\, ... , Xf Clf ) 


(2.1.32) 
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En fait, il n’existe qu’un tel isomorphisme. En effet, si / : k —y S/M est un isomorphisme de 
fc-algebres, alors pour chaque a £ k, 

f(a) = a ■ /(1) = a ■ (1 + M ) = a + M 

Definition 2.1.62 Soit s £ S et soit M £ Max S. On note s(M ) Velement de k qui correspond 
a s + M £ S/M par I’isomorphisme (2.1.32). On appelle s(M) le residu de s selon M. 

Le resultat qui suit caracterise simplement cette notion. 


Lemme 2.1.63 Soit s £ S. Alors, s(M) est I’unique element de k tel que 

s — s(M) £ M 


Preuve : Soit s £ S. Par definition de s(M), on a s + M «->• s(M ) selon 1’ isomorphisme 
S/M = k. Ainsi, puisque 1 + M «->■ 1 6 k, on peut ecrire (s — s(M) + M) -B- 0 G k et par 
consequent, 


0 -B 0 + M = s — s{M) + M 
Ce qui montre que s — s(M) £ M. 


Supposons maintenant qu’il existe a G k avec a ^ s(M), mais s — a € M. Alors, on a aussi 
s — s(M) £ M et done 


(s — a) — (s — s{M )) = s(M) — a £ M\{0} 

Mais ceci est impossible puisque s{M) — a £ k x C S x ce qui entrainerait M = S. 

Q.E.D. 

Corollaire 2.1.64 L ’application £m ■ s i —> s(M) est un homomorphisme surjectif de 
k-algebres entre S et k. 

Preuve : II est facile de voir que 


Em • s 1 —^ ^ -(- M i —y s(M) 

n’est que la composition de l’isomorphisme (2.1.32) et de la projection naturelle de S dans 
S/M qui sont tous deux des homomorphismes de £;-algebres surjectifs. 

Q.E.D. 

Remarque 2.1.65 L ’application Em '■ S —y k est parfois appelee une evaluation de S en I’ideal 
maximal M. Une telle appellation prend tout son sens en geometrie algebrique. Neanmoins, il 


44 


peut-etre suffisant de considerer un exemple tout simple pour comprendre la terminologie. La 
C-algebre, C [z] est unitaire, associative, commutative et de type fini, puis C est un corps 
algebriquement clos. Dans ce cas, nous savons que 

MaxC[^] = {M a = (x — o)C[z] | a £ C} 

Voir par exemple [GW09], theoreme A. 1.3 avec X = C. 

L’evaluation d’un element de C[z] en un ideal maximal M a est done 

£M a : p(z) i—> p(a) £ C 

II s’avere que dans le quotient C [z\/M a , nous avons z = a. L’evaluation d’un polyndme 
p(z) £ C[z] en l’ideal maximal M a est done tout simplement revaluation de p en a £ C. 


Si maintenant un groupe T agit sur S par k -autornorphismes (de /c-algebre), on peut trouver 
une relation utile entre s(M) et 7 s(M). D’abord, notons que l’action de T sur S induit une 
action Y rx Max S. En effet, l’image d’une ideal d’un algebre par un automorphisme est 
encore un ideal. Supposons done que M £ Max S' et montrons que 7 M £ MaxS pour un 
7 £ r fixe. Soit s £ S\ 7 M, alors puisque M est maximal, il existe un element r £ S tel que 
(r + M) • ( 7 + M) = 1 + M. C’est done que r ■ 7 1 s — 1 £ M alors 

7 (r - 7 s — 1) = 1 r ■ s — 1 G 7 M 

C’est done que ( 7 r + 7 M) • (s + 7 M) = (1 + 7 M). Puisque s £ S est arbitraire, S/ 7 M est un 
corps et 7 M est maximal. 

Soient 7 £ T, s £ S et M £ MaxS. Notons m = s — s(M ) € M. Alors, 

7 m = 7 (s — s(M)) 

= 7 s — 7 (s(M)) 

= 7 s - s{M) 

On en conclut la relation s(M) = 7 s( 7 M). Cette relation peut aussi s’ecrire 

7 s(M) = s( 7 _ 1 M) (2.1.33) 

En particulier, si on choisit 7 £ E M , l’equation precedente s’ecrit simplement 7 s(M) = s(M). 

Maintenant, comment peut-on combiner evaluations et algebres de Lie? Soit L une /c-algebre 
de Lie et soit l’algebre de Lie L (g> S. En tant qu’espaces vectoriels, il est relativement facile 
d’observer que 

L^LO/c^L® S/M 
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Ainsi, etant donne un element de L <S> S, on peut penser a evaluer les elements de S en un 
ideal maximal M G Max S' pour obtenir un element de L. L’application qui realise ce dessin 
est 

evjif = Id (g) £m '■ L (g> S L <g> S/M = L 
£®s i —> s(M)£ 


Remarque 2.1.66 Soit M G MaxS. Alors, I’application evM ■ L® S —> L est un homomor- 
phisme d’algebres de Lie. Rappelons que le crochet de Lie de L < 8 > S est donne par 

[x <S> s, y <8> r\ = [x, y\ <S> sr 

ou x,y G L et s,r G S. 


Evaluer une algebre de Lie L®S en un ideal maximal de S est done un veritable moyen de pro- 
duire des (L(giS)-modules a partir de modules pour l’image de l’application devaluation via le 
« pullback » de Faction des (im(evA/))-modules par evM- 


Definition 2.1.67 Soit L une k-algebre de Lie, alors un (L ® S) -module ( p,E ) est dit d’eva¬ 
luation s’il existe M \,..., M r G MaxS tel que I’action p : L <S> S —>• End / ! ^ (i^ , ) se factorise a 
travers une action de I’algebre de Lie 


P ■ 



End fc (£') 


Posons evM = ©I =1 evMi■ Rappelons que « I’action p se factorise a travers I’action p » si le 
diagramme suivant commute 


L<g> S - 
ev M 

im(ev M ) 


—-—* End k (E) 

St 

* 

s 

y'p 


Cette notion de module devaluation est bien definie dans le cas d’une algebre de courants 
tordue C = (g < 8 > S) r . Supposons que M G MaxS, alors on peut montrer que 

ev M (£) = q m 

ou g AI C g est une sous-algebre de Lie definie comme suit : 

g AI = {x G 0 | 7 (M)(x) = x pour tout 7 G T AI } (2.1.34) 

Dans cette definition, 7 (M) G Autyt(g) est defini par 7 (M)(x) = evM ( 7 (x®l)) tel qiPexplique 
dans [Laul4] (voir 1 Aquation 2.6). 
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Remarque 2.1.68 Le fait que ev^f (£) = g AI est montre dans la demonstration de la propo¬ 
sition 2.9 de [Laulff. 

Remarque 2.1.69 Dans le cas des algebres de courants tordues, un module d’evaluation pour 
C est avant tout un modide pour une algebre de Lie de dimension finie sur k. C’est la, un constat 
significatif etant donne que la theorie des representations en dimension finie est bien mieux 
comprise que celle pour les algebres de dimension infinie. La remarque 2.1.1 prend done un 
sens different dans ce contexte. 

Avant de terminer cette sous-section, il est fundamental de savoir que les q m sont des algebres 
de Lie reductives. 

Proposition 2.1.70 Soit M € Max S'. Alors, g M C g est une algebre de Lie reductive. 

Ce fait est explique dans la preuve du theoreme 3.2 de [Laul4]. Le resultat est du a l’iso- 
morphisme g M = (g (g> S/M) rM mentionne plus tot dans Particle et a la proposition 14 de la 
section 1.4 de [Bou75]. 

2.2 Objets simples de £-mod 

Les deux prochaines sous-sections resument les resultats principaux de Particle [Laul4] dont 
le but est precisement d’etudier ce type d’objet simple. 

2.2.1 Description des objets simples de £-mod 

La validite du theoreme de Jordan-Holder dans la categorie des modules de dimension finie 
pour une algebre de courants tordue C donne espoir de bien decrire cette categorie si ses objets 
simples et ses blocs d’extensions peuvent etre bien decrits. La classification des objets simples 
de cette categorie est le premier pas qui s’inscrit dans cette demarche. C’est d’ailleurs quelque 
chose de necessaire pour une etude pertinente des blocs d’extensions de cette categorie et de 
leur classification. A la base, deux modules simples qui sont isomorphes doivent etre dans un 
meme bloc d’extensions et la relation d’equivalence qui definit les classes d’equivalences donne 
que l’appartenance d’un module a une classe est determinee a partir de ses facteurs simples. 

Dans cette premiere sous-section, il est montre comment decrire, peut-etre grossierement, un 
objet simple de la categorie /1-mod ou C est une algebre de courants tordue. Rappelons que 
£ = (fl <8> «S’) r avec toutes les hypotheses de la definition donnee au tout debut de la section 
2.1.1. Rappelons aussi que Paction du groupe T sur g < 8 > S induit une action de T sur Max S' 
de laquelle est deduite une action sur S (voir la proposition 2.1.5 et les explications qui la 
suivent). 
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Pour la premiere partie de cette sous-section, (p, V ) sera un £-module simple de dimension 
finie. D’abord, si (p, V ) est un £-module simple de dimension finie, alors la proposition 2.1.34 
donne que 5/ker p est une algebre de Lie reductive avec un petit centre, i.e. : 

r 

C/keip^Z®S = Z® (®£ t ) (2.2.35) 

2—1 

oil Z = Z(C/ker p) est une algebre de Lie abelienne de dimension inferieure ou egale a 1 et 
ou 5 = [C/ ker p, C/ ker p\ est une algebre de Lie semi-simple de dimension finie. 

La premiere chose qui peut etre dite du £-module V est qu’il s’ecrit de maniere unique (a 
isomorphismes pres) conrme un produit tensoriel d’un ^-module simple et d’un 5-module 
simple. Ceci est du au corollaire 2.1.29. De plus, 1’algebre de Lie Z est abelienne alors ses 
modules simples sont des modules de dimension 1. On peut done ecrire 

(p, V) = (pw ® Pe, W <8> E) (2.2.36) 

oil W est un ^-module de dimension 1 et oil E est un 5-module de dimension finie. 

De meme, on peut decomposer le 5-module qu’est E en un produit tensoriel de r modules 
simples; un pour chaque 5,. Pour chaque i £ {1,...,r*}, notons le 5,-module en question 
(pi,Ei). On peut done ecrire 

(pe,E) ^{pi®---®p r ,E 1 ®---®E r ) (2.2.37) 

Ensuite, chacune des algebres de Lie simples 5 ? ; qui apparaissent dans (2.2.35) peuvent etre 
vues comme le quotient de C par un ideal maximal € Max£ (voir la definition 2.1.9). Une 
etude approfondie de ces ideaux a permis de comprendre qu’il est possible de leur associer des 
ideaux maximaux I{ € Max5 r d’une certaine fagon bien precise (voir [Laul4], lemme 2.7). Ce 
qu’il faut retenir, e’est que si l’on choisit des ideaux maximaux Mj de 5 qui sont au dessus 
des ideaux I; £ Max5 r correspondants, alors selon la proposition 2.9 de [Laul4], il existe un 
homomorphisme surjectif de l’algebre de Lie g Mi dans 5, pour chacun des indices i ; 

g Mi C/Mi = Si (2.2.38) 

ou g Mi est definie par (2.1.34). 

Remarque 2.2.1 Puisque I’extension d’anneaux S/S r est entiere (lemme 2.1.8), choisir un 
ideal de S au dessus d’un ideal maximal de S r est toujours possible. De plus, le fait que Videal 
de S T soit maximal implique que les ideaux de S au dessus de lui sont maximaux. Ceci est 
montre dans [Bou6f] a la proposition 1 de la section 2.1. 

De plus, si J £ Max5 r , alors T agit transitivement sur I’ensemble des ideaux maximaux de 
S au dessus de J et en particulier, cet ensemble est fini. Ceci est montre dans [Bou6f] au 
theoreme 2 de la section 2.2. 
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Remarque 2.2.2 En particulier, puisque pour chaque i £ {l,...,r}, 1’homomorphisme 
(2.2.38) est surjectif, le « pullback » de chaque pi par la surjection correspondante fait des 
Si-modules simples Ei des representations irreductibles de Q Mi . 

Autrement dit, chaque Ei est lui-meme un C-module simple devaluation. 

Chacun des Ei est done un /3-module simple d’evaluation, mais qu’en est-il pour le module 
E = <%>[_j Ei de la ligne (2.2.37)? Le resultat s’avere egalement etre vrai; E sera aussi un 
C -module simple d’evaluation. 

Supposons qu’un sous-ensemble d’indices A C {l,...,r} est tel que pour tout a,b £ A, les 
ideaux maximaux M a n S' 1 " = Mb n S' 1 " = I a £ Max S’ 1 ". Alors la proposition 2.9 de [Laul4] 
donne que pour tout choix de M a £ Max S' au dessus de I a, il existe un homomorphisme 
surjectif 

C / Ml c = (2.2.39) 

ceA ceA 


Remarque 2.2.3 Que le module E = Z r l= \Ei soit un C-module simple d’evaluation signifie 
que E est un objet simple de /3 ev -mod. 

En consequence, on peut decomposer un /3-module simple de dimension finie (p, V ) comme 

V = W ® E 

ou W est un 2-module de dimension 1 et E est un (©[ =1 0 ^’)-module simple de dimension 
finie avec un ensemble d’ideaux {A /,}[ =1 C MaxS qui proviennent de r T-orbites distinctes. 

Le /3-module V peut done etre interprets comme une representation irreductible de l’algebre 
de Lie Z © ($ Mi )- Ce resultat est precisement l’enonce du theoreme 3.1 de [Laul4]. 

Le theoreme 3.2 dans [Laul4] montre ensuite que tous les produits tensoriels d’un /3-module 
de dimension 1 avec un tel objet simple de /3 ev -mod sont des /3-modules simples de dimension 
finie. 

Remarque 2.2.4 En consequence, les notions suivantes apparaissent comme equivalentes : 

(1) Un objet simple de C-mod. 

(2) Un element de (C/C')* et un objet simple de /3 ev -mod qui fait intervenir un nombre fini 
d’ideaux de MaxS issus de T-orbites toutes deux-a-deux distinctes. 

Ceci suggere qu’afin d’etudier les modules simples de dimension finie de C, une demarche 
naturelle consisterait en l’etude des modules simples d’evaluation, puis celle de leur relation 
avec les modules de dimension 1 . 
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2.2.2 Classification des objets simples de £-mod 

Dans cette sous-section, la classification des modules simples de dimension finic pour les al- 
gebres de courants tordues est rapidement exposee. Les resultats de cette sous-section viennent 
eux-aussi de Particle [Laul4], Le lecteur pourra y retrouver tous les details incluant les demons¬ 
trations completes qui sont volontairement omises dans ce document. La notion de module 
devaluation est particulierement importante dans la classification de cette sous-section, tout 
comme dans la suite de ce travail. 

Reprenons a partir des constats etablis a la remarque 2.2.4. Connnenqons par supposer que 
(pE,E) soit un objet simple de £ e v- m °d qui fait intervenir un nombre fini d’ideaux de Max S' 
issus de T-orbites toutes distinctes entre elles. Tel qu’explique dans la sous-section precedente, 
on peut supposer qu’il existe un ensemble d’ideaux C Max S' tels que Mj fl S r / 

Mj fl S r si i j et que 


(pe, E) = (pi ® ■ ■ ■ <g> p r , El ® ■ ■ ■ <g> E r ) 
ou chaque E t est un g M,; -rnodule simple. 

A la lumiere de la remarque 2.2.4, il est naturel d’identifier la representation £ a la collection 
finie des modules E t . Pour chaque i. Ei est un g Ml -module. Pour detailler quoi que ce soit 
d’autre, il sera important de comprendre ce que represented ces ideaux Mj € Muxs' au 
regard des modules simples E{. En outre, si l’information contenue dans la donnee des Ei 
s’avere suffisante pour decrire E, il faudra savoir sous quelles conditions de telles informations 
donnent lieu a une meme classe d’isomorphismes de ^-modules devaluation. 

Avant de presenter le resultat qui repond essentiellement a ces questions, il sera utile de decrire 
efficacement l’information contenue dans la donnee d’un £-module simple d’evaluation E. Pour 
M £ Max 5, notons Rep(g A/ ) l’ensemble des classes d’isomorphismes de g A/ -modules simples 
de dimension finie. C’est ainsi que nous considererons la fibration 

1Z = |_| Rep(g A/ ) -» Max S 

Me Max S 

Remarque 2.2.5 L ’introduction d’une telle fibration peut etre vue, dans ce contexte, comme 
I’introduction d’un simple outil pratique. Cette notion permet remarquablement bien d’expo- 
ser beaucoup d’information de fagon tres concise. D’ailleurs, les resultats qui suivent en te- 
moignent. 


Dans le cadre de cette demarche, il est naturel de considerer des sections de cette fibration 1Z. 
Posons done 

7 = { sections de 1Z } 
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Soit un / £ T. Alors, pour chaque M £ Max S', / lui fait correspondre une classe d’isomor- 
phismes de g A/ -module simple de dimension finie. Aussi, on definit le support de / par 

supp / = {M € MaxS | f(M) / [k 0 \ 6 Rep(g M )} 

Remarque 2.2.6 Tel que compris dans la sous-section precedente, I’information contenue 
dans la donnee d’un objet simple de £ e v“ m0( l comprend essentiellement : 

(1) Un nombre fini de modules simples, chacun etant un module simple pour une algebre de 
la forme q m (pour un M £ MaxS,). 

(2) Si I’on prend un de ces modules simples et que c’est un -module simple (M £ MaxS,), 
alors il doit etre le meme C-module (a isomorphisme pres) si on « le re-interprete » 
comme un g 7 A/ -module; et ce quel que soit 7 £ T. 

II apparait done naturel de faire un rapprochement entre les objets simples de £ ev -mod et des 
sections a support fini si ces dernieres ont une certaine propriety d’invariance par rapport au 
groupe T qui refleterait (2). 

Soit M £ Max S et soit 7 £ T. Concretement, le sens de « re-interpreter » un g A? -module simple 
(p,V) comme un g° A/ -module est de prendre le « pullback » de Faction p via l’isomorphisme 
d’algebres de Lie 

7 - 1 (M) : g 7M —► g M (2.2.40) 

Le g AA -module simple (p, V ) devient done le g 7 A/ -module simple (p o 7 _1 (M), V) . Voir [Laul4], 
lemme 3.8 pour les details concernant (2.2.40). 

Remarque 2.2.7 Dans la meme reference, le lemme 3.8 et les equations (3.5), (3.6) et (3.7) 
montre que pour « re-interpreter » un g M -module comme un -module, il faut plutot 
utiliser Visomorphisme d’algebres de Lie ( 7 (M)) 1 : g A/ —> g 7 A/ pour le « pullback » de 
Vaction des modules. 


Soit / £ 7 une section de TZ. Quelque soit M £ MaxS, on sait que f(M ) est une classe 
d’isomorphisnres de g‘^-module simple alors c’est possible d’ecrire 

f(M) = [{pf,M,V)\ £ Rep(g M ) 


Si 7 £ r, on definit une nouvelle section 7 / £ T par 


y /: M 


Pfp~ x M ° 


( 7 (M)) \V 


(2.2.41) 


Remarque 2.2.8 Pour eviter d’avoir recours a cette ecriture plutot lourde, I’equation (2.2.41) 
sera dorenavant abregee par Vecriture 


r/)(«) 


fC~'M) o ( 7 (M)) 1 
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Remarque 2.2.9 La definition de 7 /, donnee par (2.2.41), est bien definie et est telle que 
l’application 


T x 7 —* 7 

est une action du groupe T sur Vensemble des sections T de la fibration 1Z. C’est la I’objet du 
lemme 3.10 de [Laul4j. 

II n’est pas trop difficile de se convaincre que pour qu’une section / G 7 rende compte du point 
(2) de la remarque 2.2.6, il faut et il suffit d’avoir / G T r , c’est-a-dire que / soit invariante 
sous Paction T rx 7 presentee a la remarque precedente. 

Pour donner suite a l’ensemble de la remarque 2.2.6, void les sections de 1Z qui ont le plus 
d’interet jusqu’ici. Ces sections meritent une definition. 

Definition 2.2.10 L’ensemble des sections de 1Z dont le support est fini et qui sontT-invariantes 
est note 7 r 


La proposition qui suit donne enfin la classification des objets simples de £ ev -mod. Celle-ci 
ne devrait desormais pas etre trop surprenante. Il s’agit de la proposition 3.13 de [Laul4], 


Proposition 2.2.11 L’ensemble des classes d’isomorphismes des objets simples de £ ev -mod 
est en bijection naturelle avec Vensemble 3” r des sections T-invariantes a support fini de la 
fibration 1Z. 


7 r 


1:1 


■<- 


Classes d’isomorphismes de 
C-modules simples d’evaluation 
de dimension finie 


Explicitement, supposons que I’on commence avec une classe d’isomorphismes [E ] d’un objet 
simple de £ e v m °d E. Pour representer la classe [E\. on pent en prendre un representant 
E\ <S> ■ ■ ■ < 8 > E r oil pour chaque indice i G {1,..., r}, ( pi , Ei) est un Q Mi -module simple pour un 
certain ideal Mi G Max S'. Sans perdre de generality, il peut etre suppose que T.Mi F.Mj 
lorsque i j. 


La bijection associe a [E] la section /rgi 
f E ■ Max S —j_j 


f E G 3~ r definie comme 
Rep(g M ) = 'JZ 


MeMaxS 


M 


Pio(j(M)) 1 ,E i 
[ fc o] 


si M = 7 Mi 
sinon 
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Si par contre, on commence avec une section T-invariante a support fini f £ 3~ r , nous pouvons 
ecrire son support comme une union de T-orbites disjointes dans Max S' : 

r 

supp / = |J T.Mi 
i=1 

Enfin, la bijection associe a f la classe d’isomorphismes de C-module simple 

i E f} = E f(M r )] 

ou est un g Mi -module simple issu de la classe d’isomorphismes /(Afj) £ Rep(g Mi ) pour 

chacun des i. 


Maintenant que les ^-modules simples d’evaluation de dimension finie sont bien decrits par les 
sections 3 ! ' r , il ne reste qu’a s’assurer d’avoir une description des modules de la forme W ® E 
ou W est un module de dimension 1 et E en est un simple d’evaluation et de dimension finie. 
Naturellement, on doit vouloir penser a associer au C- module simple de dimension finie W®E 
le couple {C/C')* X fT r correspondant a W et a E, mais il faut prendre soin d’eliminer les cas ou 
la representation donnee par deux couples est la meme. Ainsi, certains couples sont laisses de 
cote et certains sont conserves. C’est dans cet esprit, que la classification complete des objets 
simples de £-mod est donnee dans [Laul4] par le theoreme 3.14. Void ce qui est montre : 


Theoreme 2.2.12 L’ensemble des classes d’isomorphismes de C-modules simples de dimen¬ 
sion finie est en bijection avec I’ensemble des couples (A,/) £ C* x 3“ r satisfaisant 

• A|[ c ,c] = 0 

• C/hsvpf est semi-simple 

• ker(A + p/) = kerAnkerpj 

ou pf : C —>■ End(£’j) est I’application decrivant I’action de C sur Ef, un representant de la 
classe d’isomorphismes de modules simples d’evaluation associee a f. 


Remarque 2.2.13 Cette proposition revele en fait que dans chaque classe d’isomorphismes 
de C-module simple, il existe un unique representant (A (g> pf,k\ <S> Ef) qui satisfait les trois 
conditions enumerees ci-haut. 


Il est tout de meme important de preciser le sens exact de la terminologie, possiblement 
ambigiie, utilisee dans la troisieme condition de ce dernier theoreme. A priori, le sens de 
A + Pf n’est pas defini. Pour fixer une notation, supposons que le couple (A,/) £ £* X J r 
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correspond a la representation irreductible (A <8> Pf,k\ <g> Ef). Pour a ® e € k\® Ef , l’action 
d’un element I € C est donne par 

L(a ® e) = (La) <S> e + a <g) ( I.e ) 

= (A(£)a) ® e + a ® Pf(L)e 
= a <g> A(£)e + a <g> Pf(L)e 
= a <g> (A(A) Id +p/(£))e 

Comme espace vectoriel, k\® Ef = Ef avec a (8) e = 1 ® ae -H- ae. Sous cette identification, 
A + Pf prend le sens de l’application 

(Ald+p/) >End fc (£ / ) 

X(£) Id+p f (£) 


Plus simplement ces quelques lignes etablissent que (A® pj, k\ ®Ef) = (Ald+p/, Ef) en tant 
que representations de L. 

Remarque 2.2.14 II est maintenant apparent que ker(A Id+py) = ker(A® pj). La troisieme 
condition de la proposition 2.2.12 se lit done ker(A ® pj) = ker A D ker pf. 

Maintenant, soit (A ® pp , k\ ® Ef) -H- (A, /) € C* x 3 ~ r satisfaisant aux trois conditions de la 
proposition 2.2.12. Alors, il y a un isomorphisme naturel 

a: £/ker(A®/9y) —> Cj ker A © Cj ker pp (2.2.42) 

£ + ker(A®p/) i->- (l + ker A, l + ker pf) 


En effet, il suffit de montrer que ker A + kei ' pp = C et alors la demonstration classique du 
theoreme des restes chinois tient et garantit le resultat. Si A = 0 ou si pf = 0, il n’y a rien a 
montrer. Supposons done que A / 0 et que pp / 0. 


Dans ce cas, on sait que dim*, H/ ker A = 1 et done, 

' ker A + ker pf 


d = dim*. 


ker A 


€{ 0 , 1 } 


Si d = 0, alors le second theoreme d’isomorphisme permet d’ecrire 

ker pj 


dim fc 


= 0 


v ker A D ker pf 

Ceci entraine directement que ker pf C ker A. Il y a done une surjection 


Cj ker pf -» Cj ker A 
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Puisque 0 7 ^ /I/kerpj est une algebre de Lie semi-simple, tous ses quotients sont semi-simples. 
C’est done que 0 7 ^ /I/ker A doit etre a la fois une algebre de Lie abelienne et semi-simple, 
mais cela est impossible. 

II suit que d = 1. Maintenant, puisque 

ker A + ker pf C, 
ker A — ker A 

et que ce sont deux espaces de dimension 1, ils n’ont d’autre choix que d’etre egaux. Ainsi, 
ker A + ker pj = C et l’isomorphisme (2.2.42) tient. 


Remarque 2.2.15 L’isomorphisme (2.2.42) permet de donner une decomposition explicite de 
£/ker(A <8> Pf) en tant qu’algebre de Lie reductive dans le cas general. Comme de raison, le 
centre de cette algebre a une dimension d’au plus 1. 

2.3 Classification des blocs d’extensions de C-mod 

2.3.1 Resultats utiles 

C’est ici que commence la demarche pour la classification des blocs d’extensions de la ca- 
tegorie £-mod. L’essentiel des resultats sont repris du contexte des algebres d’applications 
equivariantes, des travaux de E.Neher et A.Savage de l’Universite d’Ottawa. Ils ont presente 
et detaille des travaux tres complets dans leur article [NSllj. 

Pour classifier les blocs d’extensions analogues dans le cas des algebres d’applications equiva¬ 
riantes, ces professeurs se basaient sur leur precedente classification, avec P.Senesi, des classes 
d’isomorphismes de modules simples de dimension finie presentee dans Particle [NSS12] . Dans 
le cas des algebres de courants tordues, une classification des modules simples de dimension 
finie a ete montree et detaillee par M.Lau dans son article [Laul4], Cet article de M.Lau 
est, en quelque sorte, l’analogue de [NSS12] pour E.Neher et A.Savage dans leurs travaux de 
classification de blocs d’extensions. 

La demarche proposee pour classifier les blocs d’extensions est de s’attarder d’abord aux 
/ 1 -modules simples devaluations, puis d’utiliser la classification des modules simples pour 
classifier les blocs d’extensions de tous les / 1 -modules simples pour une algebre de courants 
tordue C. 

Cette premiere sous-section contient des resultats plus techniques ou qui, pris a part, n’ap- 
portent rien a la classification des blocs d’extensions. Neanmoins, ces resultats sont importants. 


Proposition 2.3.1 Soit p : C —> Endfc(E) une representation de dimension finie de L et soit 
K C ker p un ideal tel que C/K soit une algebre de Lie reductive de dimension finie. 
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Ecrivons C/K = Z ®S oil Z est une algebre de Lie abelienne et S est une algebre de Lie 
semi-simple. Finalement, notons p I’action correspondante de C/K sur V. Alors, 

(1) Si C/K est semi-simple ou si V est completement reductible et qu’il existe z G Z tel que 
p{z) est inversible, alors 

H 1 (i3 ; V) = Hom£/ K (K/K', V) 

(2) Si Z.V = 0, alors il y a un isomorphisme induit H^A/AT ; V) = Honifc (Z, V 5 ) et une 
suite exacte 

0 ->• H \C/K ; V) ^4 H \C;V)^> Horn c/k (K/K', V) —> H 2 (C/K- V) 

Pour une preuve, voir ce qui est dit dans [NS 11]. La preuve donnee fait essentiellement appel 
a la suite spectrale de Hochschild-Serre en lui deduisant de information voulue de diverses 
fagons. Voir au besoin le theoreme 6 de [HS53]. 

Remarque 2.3.2 La suite exacte qui apparait dans la partie (2) de la proposition precedente 
se lit aussi comme 

0 -> H \C/K ; V) -^4 H 1 (A ; V) ^4 (Horn k {K/K', V)) C,K —> H 2 {C/K- V) 

D’apres I’isomorphisme (2.1.25), on peut ecrire que Horn k(K/K',V) = H 1 (A' ; V) et ainsi, 
cette suite exacte peut aussi s’ecrire 

O-t&iC/K ;V) ^>H l (C-V) ^ (H^A" ; V)) C/K -^R 2 {C/K-,V) 

Cette derniere forme est la plus revelatrice de la nature de la suite spectrale. Elle fait un peu 
penser a une suite exacte qui await ete obtenue a partir de la suite exacte courte de C-modules 
0 —> K —> C —> C/K —>• 0 par un foncteur contravariant exact a gauche bien que cela ne soit 
pas le cas. 

Remarque 2.3.3 Dans le contexte des modules pour les groupes, il existe des suites exactes 
similaires. Par exemple, le theoreme 9.84 de [Rot09] donne une suite exacte parfaitement 
analogue a celle dans la partie (2) de la proposition 1.1.10. Pour le voir, on peut se servir de 
I’isomorphisme (2.1.25) avec L = K et de la remarque 2.1.20 avec L = C/K. 

La proposition precedente est capitate dans toute cette etude des Ext-blocs. Elle joue un 
role de premier plan notamment dans les travaux de E.Neher et A.Savage sur les algebres 
d’applications equivariantes. Ceci atteste, une fois parmi tant d’autres, que les notions de 
suites spectrales sont vraiment tres performantes. 
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Lemme 2.3.4 Soit A un anneau associatif, commutatif et unitaire et soit B une A-algebre. 
Soit b £ B. Alors, les proprietes suivantes sont equivalentes : 

(i) b est entier sur A. 

(ii) A[b\ est un A-module de type fini. 

C’est un resultat bien connu. On en retrouve une preuve par exemple dans [Lan02], voir 
l’equivalence demontree a la page 334 (au tout debut du chapitre VII). 

Lemme 2.3.5 Soit AC B une extension entiere d’anneaux. Si P est un ideal maximal de B, 
alors P fl A est un ideal maximal de A. 

Preuve : Soit P £ Maxi?. Puisque P est premier et que l’inclusion A C B est un homomor- 
phisme d’anneaux, on sait que PC A est un ideal premier de A. Considerons l’homomorphisme 
d’anneaux 


l : A/PC A —> B/P 
a + PCAt-^-a + P 

Montrons qu’il est injectif. Si i{a + P (1 A) = a + P = 0 + P, alors a £ P e t done 

a+PCA=0+PnA 

Ainsi, l est injectif. Montrons maintenant que A/P fl A = l/A/P (~l A) est un corps. Soit 
a + P € t(A/P D A)\{0}. Comme P € Maxi?, il existe un unique b + P € B tel que 

(a + P)(b + P) = ab + P = 1 + P 

II suffit done de montrer que b £ l(A/P (~]A). Comme l’extension d’anneaux AC B est entiere, 
il existe un n £ N\{0} et des r % £ A tels que 

n 

^+^ 2 ^ = 0 

i= 1 

On peut done ecrire 

n— 1 

1 + P = (a 71 + P)(b n + P) = -J2(Ti + P)(a n + PW + P) 

2=1 
n— 1 

= -^(r. + F)(a”-‘ + P) 

2=1 

n— 1 

= (a + P)(-^ia n ~ i - 1 + P)) 

2=1 
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Par l’unicite de l’inverse dans un corps, on obtient 

n —1 

b+p = ~Y J ( r io n ~ i ~ 1 + p) 

i=1 

Enfin, puisque r,, a G l{A/P fl A), b + P aussi. C’est done que t(A/P D A) = A/P n A est un 
corps et que A D P G Max A. 

Q.E.D. 


Remarque 2.3.6 En fait, I’enonce du lemme precedent pent etre vu comme un cas particulier 
d’un resultat un peu plus general qui dit que si A C B est une extension entiere d’anneaux 
et Q est un ideal premier de B, alors Q est maximal si et seulement si Q n A est un ideal 
maximal de A. 


Lemme 2.3.7 Soit A, un anneau associatif, commutatif, unitaire et Noetherien. Alors, toute 
A-algebre de type fini est Noetherienne. 


Preuve : Soit B = A[b\,... ,b n ] une A algebre de type fini. On peut alors ecrire 

B = A[xi, ...,x n \/I 


ou I est un ideal de A[x \,..., x n ]. 

Par le theoreme de la base d’Hilbert, l’anneau A[x \,..., x n ] des polynomes en n variables a 
coefficients dans A est un anneau Noetherien. Ses quotients, dont fait partie B, le sont done 
aussi. 

Q.E.D. 


Lemme 2.3.8 S r est une k-algebre de type fini et done, S r est Noetherienne. De plus, S et 
C sont des S r -modules de type fini et Noetheriens. 


Preuve : Le lemme 2.1.8 donne que S r C S est une extension entiere d’anneaux. 

Montrons d’abord que S r est une fc-algebre de type fini. Par hypothese, S est une fc-algebre 
de type fini; soient done si,..., s* G S tels que S = fc[si,..., s*] (e’est-a-dire un ensemble de ge- 
nerateurs de S comme /c-algebre). Soient m\(x),... ,mt(x ) G leurs polynomes minimaux 

respect ifs. 

Posons C comme etant la A;-algebre engendree par tous les coefficients des mfix). Notons que C 
est un anneau Noetherien par le lemme precedent. Par ailleurs, on a directement les proprietes 


58 


suivantes : 


• C est une A;-algebre de type fini 

• kCC CS r CS 

• S/C est une extension entiere d’anneaux 

• S = C[s 1 ,... ,s t \ 

Par induction, on peut montrer que S est un C-module de type fini. Pour commencer, C[si] 
est un C'-module de type fini par le lemme 2.3.4. Puis, supposons que C[si,s n _i] (avec 

I < n < t) soit un C'-module de type fini. Puisque s n est entier sur C, il est entier sur 
C[si,..., s n _i] et done 

C[si,..., s n ] — (C[si,..., Sji —r]^ [sjt,] 

est un (C[si,..., s n _i])-module de type fini. Puisque (C[si,..., s n -i]) est un C-module de type 
fini (e’est l’hypothese d’induction), on conclut que C[si,..., s n ] est un C-module de type fini. 
Si on prend n = t, ceci montre que S est un C-module de type fini. 

Puisque C est un anneau Noetherien et que S est un C-module de type fini, S est un C-module 
Noetherien. En particulier, le sous-module S r C S est un C-module de type fini. 

Soient g±,... ,g n £ S r tels que S r = C.gi + • • • + C.g n . Alors puisque C est une £;-algebre de 
type fini, S r aussi est une fc-algebre de type fini. En particulier, le lemme precedent donne 
que S r est un anneau Noetherien. 

II reste a montrer que S' et £ sont des S r -modules de type fini. Le fait qu’ils soient des 
S 1 -modules Noetherien suivra automatiquement puisque S r est un anneau Noetherien. 

Les Si ont ete choisis de telle sorte que S = k[s±, ..., sj] en tant que fc-algebre. En consequence, 
on a certainement S = S r [si,..., St]. La meme preuve par induction que celle utilisee un peu 
plus haut montre que S est un S r -module de type fini. 

Le fait que £ = (g ® S) r soit un S r -module est etabli par la proposition 2.1.7. II reste a 
montrer que e’est un module de type fini. Fixons {ej }” =1 une A:-base de la A;-algebre de Lie g 
de telle sorte qu’on puisse ecrire l’egalite de S-modules 

n 

0 ® S = (^){kej ® S ) 

3 = 1 

Ainsi, 0 < 8 >S = S® n cornrne S-modules. Puisque l’action de S r sur 0 < 8 >S est egalement donnee 
par la multiplication sur le S, on a en fait que 0 (g>S = S® n en tant que S 1 -modules. Comme 
S est un S 1 -module de type fini, g <S> S l’est egalement. Enfin, S r est un anneau Noetherien 
alors 0 ® S est un S r -module Noetherien. Ainsi, £ qui est un sous-module de g ® S est un 
module de type fini. En somme, e’est que £ est un S r -module de type fini et Noetherien. 

Q.E.D. 
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Lemme 2.3.9 Soit {Af ,}[ =1 C Max S' un ensemble d’ideaux maximaux de S issus de r T- 
orbites distinctes. Posons 


I = {s G S | si 1 Mi) = 0 pour tout 7 £ T ei pour chaque i} 


Alors, I 1 = /PIS' 1 " est un ideal de S r et de plus, en tant que k-algebres, il y a un isomorphisme 
naturel 

S r /I r 2* k r 


Preuve : Par le lemme 2.3.5, les Mj D S r sont tous des ideaux maximaux de S' 1 ". Par notre 
hypothese, ces ideaux sout deux-a-deux distiucts et done, le theoreme des restes chinois domie 
un homomorphisme surjectif d’anneaux unitaires 

r 

f : S r /I r — > 0 S r /Mi n S T = k r 

i =1 

s 1—»• (s(M\ n s r ),..., s{M r n s r )) 

Cette application est bien definie puisque si x € / r C S', alors x{Mj) = 0 G S/Mi = k pour 
tout i et done 

x(Mi n S r ) = 0 £ S r /Mi n 5 r ^ S/Mi ^ k 


Pour s’assurer du resultat, il suffit de montrer que / est injective. Soit x G ker /. Pour chaque 
i, on a alors x{M t fl S r ) = 0; done x G M t . Soit 7 G T. Alors, 7 a; = x et done x G 7 M,;. En 
somme, on a 


x( 7 Mj) = 0 pour tout 7 G r et pour tout i 


C’est done que x G I 1 et que x = 0 + 1 1 . Il suit que / est injective et est un isomorphisme. 

Q.E.D. 


Proposition 2.3.10 Soit C Max S' un ensemble d’ideaux maximaux de S issus de r 

T-orbites distinctes. Considerons Vapplication devaluation 


evM — ®i=i evjfj : £ -» 

i —1 
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Posons 


I\ = ker(evM) 

/ = {s € S | s( 7 Mj) = 0 pour tout 7 S T e< pour chaque 1} 

n iM i 

7er, ie{l,...,r} 

/ r = / n s v 

r 

= Pi (M* n s r ) 

2—1 

N = {n G K I / r . n C A''} 

Alors, K, K' et N sont des S r -ideaux de C tels que K' < N < K. L’action (adjointe) de £ 
induit des actions de (0'_i0 Mi ) = C/K sur les quotients N/K ', K/K' et K/N. 

Sous ces hypotheses, il est vrai que comme des C / K-modules : 

(1) K/N est trivial. 

(2) N/K' = 0 ' =1 T,; cm les C/K-modules Tj peuvent etre vus comme des g Mi -modules de 
dimension finie avec la propriety que i ^ j => g Mj ,T{ = { 0 }. 

An particulier, dim ^N/K' < 00 . 


Preuve : On sait deja que K et K' sont des A;-ideaux de C. Montrons d’abord que N est 
aussi un ideal de L. 

Pour commencer, 0 € iV puisque 1 1 .0 = {0} C K'. Ensuite, si a, b € N, 

I r .(a + b) C I r .a + I r .6 C K' + K' C A'' 


Aussi, si a £ iV, alors —a l’est aussi car la multiplication par — 1 £ k commute avec l’action 
de I 1 C S r sur N C C. Finalement, par la proposition 2.1.7, L est une 5 r -algebre de Lie et 
le crochet de Lie est S ' 1 -lineaire. On peut done ecrire 

I r .[£,N} = [£, I r .N] C [£, K'] C K' 

Ceci montre que C.N = [£, N] C N. Ainsi, N est un k -ideal de C. 

Montrons ensuite que N, K et K' sont des S' r -modules. Commenqons par K. Soit a G S r et 
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soit JA Xi® Si € K, alors pour chacun des j € {1,..., r}, on a que 



= y^a (Mj)si(Mj)xi 
i 


= a(Mj) Sj(Mj)xj 

i 

= a(Mj ) evMj ^Xi® 

= a(Mj ) • 0 
= 0 

Ainsi, K est un S^-module. Pour ce qui est de K', la 5' r -linearite du crochet de Lie permet 
d’ecrire 

S r .K' = S r .[K,K} = [S r .K,K} C [K,K] = K’ 

II ne reste que le cas de N. Soit a € S r et soit n € N. Alors puisque / 1 est un ideal de S r , on 
peut ecrire 

/ 1 .(a.n) = ( 1 1 a).n 
C 7 r .n 
C K' 

Maintenant, on a evidemment les inclusion K' C K et N C K alors il faut justifier K' C N. 
Cette derniere inclusion est verifiee puisque 

I r .K' C S r .K' C K! 

II est done etabli que K, N et K' sont des S 1 -ideaux de C. Les quotients K/N, N/K' et K/K' 
sont done des /3-modules qui sont aussi invariants sous Faction de S r . II est facile de voir que 
K C C agit comme 0 sur ces trois modules quotients. En effet, si k G K/N, on a 

K.k = [K/k} € K/N 

Puisque I\' C N, on a K.k = 0 € K/N. La rnerne demarche fonctionne directement pour 
K/K'. Quant a N/K', prenons n € N/K' et alors, on peut ecrire 

KM = [K, n] E N/K' 

Puisque n G A" C K, on a [K, n\ C K' et done que K.n = 0 G N/K'. Ainsi, ces trois quotients 
sont des modules pour l’algebre de Lie C/K = ( ©[ =1 0 Mi ). 

Pour terminer cette preuve, il faut verifier les points (1) et (2) par rapport au structures de 
modules. Montrons d’abord (1). 
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Soit t + K £ C/K et soit y + N £ K/N. Alors 

(l + K).(y + N) = [£, y] + N £ AT/iV (2.3.43) 

II suffit done de montrer que [£, y] £ A r . Par un calcul precedent dans cette demonstration, on 
voit que si s £ S r et i € C, alors pour chaque j £ {1,..., r}, on a 

ev Mj (si) = s(Mj) ev Mj (t) (2.3.44) 

Si on prend s £ I 1 dans l’equation precedente, on obtient evMj(sl) quel que soit j. Ainsi, 
I 1 .C C K. On peut done ecrire 

I r .[C,N] = [I r X,N} C K' C N 

Ceci prouve, d’apres l’equation (2.3.43), que C/K agit comme 0 sur le module K/N. II ne 
reste plus qu’a montrer le point ( 2 ) de la proposition. 

Par definition de N. J 1 agit comme 0 sur le module N/K' . Aussi, l’equation (2.3.44) montre que 
/ 1 agit comme 0 sur l’algebre de Lie C/K. En consequence, C/K et N/I\' ont des structures 
de (S' r // r )-module, e’est-a-dire de L’ r -module d’apres le lemme 2.3.9. De plus, on a que N/K 
est un module pour la fc r -algebre de Lie qu’est C/K = 0 jMi . 

En vertu du lemme 3.1 de [NS11], N/K' peut s’ecrire comme 

r 

N/K' = © 7); (2.3.45) 

2—1 

ou .Ti = 0 si j 7 ^ i. 

Enfin, puisque N est un sous-S 11 -module du S' 1 -module Noetherien C (voir le lemme 2.3.8), 
il est de type fini en tant que S’ r -module. Ceci implique que N/K' est un A: r -module de type 
fini et done, que les T. t de (2.3.45) sont tous des fc-espaces vectoriels de dimension finie. On en 
conclut que dim^ N/K' < oo. 

Q.E.D. 

Remarque 2.3.11 Si r = 1 et que M = M\, alors e’est que K = ker(evM) et C/K = g AI . 
Le resultat est alors simplement que comme g M -modules, K/N est trivial et N/K' est de 
dimension finie. 

Notons aussi que dans ce cas, on a aussi K = (g (g> I) r et que les trois modules quotients ne 
dependent vraiment que de T.M C Max S'. 

2.3.2 Classification 

C’est dans cette sous-section qu’est enfin presentee la classification des blocs d’extensions de 
£-mod lorsque C satisfait une condition technique. Cette sous-section debute aussitot avec 
quelques resultats qui apparaitront soit rassurants ou soit revelateurs aux yeux du lecteur 
attentif. 
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Proposition 2.3.12 Soient E et F des C-modules simples devaluation de dimension finie 
dont les supports sont disjoints. Alors, 

Ext^E 1 , F) = {0} 

Preuve : Soit C Max S' un ensemble complet de representants des T-orbites de 

suppE U suppE. Sans perdre de generality, choisissons les indices de telle sorte que 
€ suppE et M s+ \,M r € suppE et ecrivons 

= © g Mi 

i=l 

W = © 0 M ‘ 

i=s -\-1 

r 

0Total = QE © 0F = (J) 9 Mz 
1=1 

Posons evM = ©1=1 evMi ■ E -» 0Total et appelons K son noyau. 

Posons aussi U = Honifc(E, E) = E* <g> F de telle sorte que Ext 1(E,F) = H 1 (£ ; U) d’apres 
la proposition 2.1.51. 

Notons que U est un E-module simple. Le module E* est un E-module simple (voir le corollaire 
2.1.24) qui est d’evaluation. En fait, avant d’etre un E-module, E est un g^-module et done, 
E* est aussi un g^-module. Aussi, on a sans difficulty l’egalite suppE* = suppE. Enffii, 
puisque les supports de E* et E sont disjoints, que E* est un g^-module simple et que E 
est un gj7-module simple, le corollaire 2.1.29 donne que E* <g> F est un module simple pour 
l’algebre de Lie q e 0 9f = 0Totai- 

Les hypotheses et le choix de notation entrainent directement que E, E, puis U peuvent tous 
etre vus comme des gTotal~ m odules pour lesquels g^.E = {0}, Qe-F = {0} et aussi 

9E-U / {0} et g E XJ / {0} (2.3.46) 

Le but de cette demonstration est done de montrer que H 1 (E \ U) = {0}. Dans un premier 
temps, justifions que pour arriver au resultat, il est suffisant d’avoir 

Hom 0Total (E/E ; , C7) = {0} (2.3.47) 

Cette condition sera verifiee dans un second temps. Notons que C/K = gTotai est une algebre de 
Lie reductive parce que c.’est une somme directe d’algebres de Lie reductives (voir la proposition 
2.1.70). Ecrivons done 

0Total = Z © S 
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ou Z est une algebre de Lie abelienne et S est une algebre de Lie semi-simple. Si Z.U = {0}, 
alors la partie (2) de la proposition 2.3.1 est valide. Dans la presente situation, le premier 
terme de la suite exacte Hom^/iJ, U s ) vaut {0}. Effectivement, U est un gTotal-module simple 
non-trivial et on suppose que Z.U = {0}, ainsi, U s = t/ 0Total = {0}. Ceci donne directement 
Hom^/iJ, f7 5 ) = Horn/; (Z,{ 0}) = {0}. De cette information, la suite exacte donnee dans la 
proposition 2.3.1 se lit en fait 

0 —> H \C ; U) ^ Hom 0Total {K/K' , U) 

Si par contre Z.U ^ {0}, comme le module U est simple (done completement reductible), il 
existe z € Z tel que p{z) € Endfc([/)\{0}. Puisque Z = Z(C/K), p{z) £ End £lTotal (U). Puis, 
U est simple alors le lemme de Schur (lemme 2.1.31) donne que p{z) est un isomorphisme; 
en particular, e’est une application lineaire inversible. Les conditions sont done remplies pour 
pouvoir utiliser la partie (1) de la proposition 2.3.1 qui indique que 

H 1 (/l ; U) = Hom gTota] (/i/A'', U) 

D an s les deux cas, e’est manifeste que la condition (2.3.47) implique la conclusion voulue, a 
savoir H 1 (/l ; U) = {0}. 

Maintenant, il s’agit de verifier (2.3.47). Soit / € Hom 0Total {K/K 1 , U) alors si N/K' C ker /, 
on a un diagramme commutatif de 0Total~ m °dules 

K/K' — f(K/K') C U 
K/N 



D’apres la proposition 2.3.10, K/N est un gxotal-module trivial et done, 

f(K/K') C C/ 0Total 

Puisque U est un module simple non-trivial, t/ 0Total = {0} et ainsi, / = 0 => / = 0. 

Supposons enfin que N/K' </- ker/. Alors la proposition 2.3.10 donne une decomposition de 
N/K' en une somme directe de sous-modules 7) qui satisfont a la propriete 

* ¥=j => 9 Mj -Ti = { 0 } 

Puisque f\ n/k 1 7^ il f au t admettre que f\T iQ 7^ 0 pour un certain indice io- Ensuite, U 
est simple done ,f(T lQ ) = U et ainsi, ce module simple qu’est U apparait comme un quotient 
du module 7) 0 . Il suit directement que Qe-U = 0 ou Qp.U = 0, mais dans les deux cas, la 
conclusion obtenue contredit directement les proprietes prealablement etablies et presentees a 
la ligne (2.3.46). 
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Par ce qui a ete explique ci-haut, la preuve est terminee et l’on peut conclure tour a tour que 
^ om -QT 0 tA K / K> i U ) -1 0 ) et P uis 1 ue Ext c(E,F) = {0}. 


Q.E.D. 


Theoreme 2.3.13 Soient E et F deux C-modules simples devaluation de dimension finie. 
Fixons {Mj}[ =1 C Max 5 un ensemble complet de representants des T-orbites de 
supp E U suppF. Supposons done que E = (^)'[ =1 Ei et F = (^)[ =1 Iq oil les Ei et Fi sont 
des g -modules simples. 

Soient fp et fp les sections T -invariantes a support fini de Max S dans 1Z correspondant aux 
classes d’isomorphismes de E et F respectivement. Alors, 


(1) Si f e et fp different sur plus d’une T-orbite de MaxS 1 , alors 

Exti(£,F) ^{0} 

(2) Si fp et fp ne different que sur la T-orbite de Mj £ Max S, alors 

Ext c(E,F) = Ext ciEj^j) 


(3) Si f E 


fF, alors 

r 

((C/Cyf"- 1 ®Ext^(E,F) ^ © Ext^E)) 

2—1 


Preuve : Fixons d’abord g To tai = ®[ =i g Mi - 

Pour commencer, supposons que fp et fp different sur au moins une T-orbite et fixons j tel 
que fp(Mj) fp(Mj). Alors par (2.1.24), on peut ecrire 

Ext i(E, F ) = Extl ((g) (Ei® E*), E* ® F 3 ) 

* 7 £j 

Maintenant, puisqu’un produit tensoriel (fini) de representations completement reductibles 
resulte en une representation completement reductible, chacun des deux 0Total- m °dules qui 
apparaissent dans la precedente expression sont semi-simples et ainsi, ils s’ecrivent comme des 
sommes finies de modules simples. 

m n 

(g )(Ei®F*)^($X a 

i^j a= 1 6=1 

ou les X a sont des (/ ■ g ^)-modules simples et ou les Yj, sont des g M: ‘-modules simples. 
Comme le « bifoncteur » qu’est en fait Ext^—,—) commute avec les sommes directes finie 
dans ses deux composantes (voir [Rot09], propositions 7.21 et 7.22 ), on peut ecrire 

m n 

Ext^E, F) = ©© Ext \{X a ,Y h ) (2.3.48) 

a=l 6=1 
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Ensuite, l’hypothese de fp(Mj) 7 ^ fp( Mj ) donne que dim*. (E* (g) Fj) L = 0 (voir le corollaire 
2.1.32). Ainsi, aucun des modules Yp n’est trivial. 

Supposons qu’il existe au moins un deuxieme indice k 7 ^ j tel que f(Mp) 7 ^ g(AIp). Sachant 
que les X a sont des produits tensoriels de g Mi -modules simples (pour i 7 ^ j). cette hypothese 
combinee au corollaire 2.1.32 assure que X a n’est egalement jamais trivial (quel que soit a). 
Enfin, le fait qu’aucun X a ou Yp ne soient trivial donne immediatement que 

supp X a D supp Yb = 0 

en tant que gTotal- m °dules. Ainsi, la proposition 2.3.12 est applicable et on conclut que 
Ext £(X a ,Yb) = {0} quels que soient a et b et l’isomorphisme (2.3.48) s’ecrit 

Ext^E 1 , F) = {0} 

Autrement, si fp et fp ne different que sur la T-orbite de Mj, c’est que tous les Ej = Ej 
si * 7 ^ j. Le corollaire 2.1.32 donne encore que ko n’apparait qu’une et une seule fois dans 
chaque E t <gi F* et ainsi, il existe un et un seul X a qui soit ko, le module trivial. A l’aide de 
cette information et du raisonnement developpe a la fin du paragraphe precedent, on voit que 
l’isomorphisme (2.3.48) s’ecrit 

n 

Ext^E.E) -®Ext^(fc 0 ,y fe ) 

6=1 
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^Ext^ (fco,®n) 

6=1 

“Ext^A^E-®Ej) 

= Ext jr{Ej, Fj) 


II ne reste desormais qu’a traiter du cas ou fp = fp. Dans ce cas, le corollaire 2.1.32 donne 
que pour chaque i £ {1, ...,r}, on ait des decompositions en somme de modules simples de la 
forme 

n; 

Ei®F*^ko® ( 0 C*) 

Si = 1 

ou les Cf sont tous des g^-modules simples non-triviaux. Pour alleger la notation de ce qui 
suit, ecrivons Ni = ©:;=i C Si . De cette faqon, on peut ecrire 

Ext x(E, E) = Ext^(E <g) F*, ko) 

r 

5*Ext£((g )(Ei®F?),ko) 

i= 1 
r 

= Extl ^ (££) (ko ® Ni), ko'j 

i= 1 
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Ensuite, on peut developper (££)[ =1 {ko © Ni) comme suit : 

®- =1 (fco © JVj) 

© (iVi © JV 2 ) © (JVi © JV 3 ) © ■ ■ ■ © (JVi © N r ) © • • • © (N r _ 1 © N r ) 

© (Ni © N 2 © -ZV 3 ) © (JVi © N 2 © AT 4 ) © • • • © (iV r _ 2 © iV r _i © /V r ) 

© • • • © (JVi © • • • © N r ) 

C’est done que Ext^S, F) est isomorphe a la somme directe de Ext^fco, ko), des Ext^Aij, ko) 
et de termes Ext)- (N^ © • • • © iVj c , ko) ou c € N\{0,1} et ou #{ik}1=i = c ■ Pour chaque terme 
de la derniere forme, on peut ecrire 

Ext^lVq © ■ ■ ■ © N ic , ko) = Ext^A^ © ■ ■ ■ © N ic _ t , N*J 

ou chacun des N k est un $ Mi k -module semi-simple avec chacune des composantes simples qui 
est non-trivial. C’est done que comme des /2-modules, N tl ©■ ■ ■©Aij c _ 1 et N* sont des sommes 
de /1-modules simples devaluation dont les supports des sont disjoints. Ainsi, la proposition 
2.3.12 donne 

Ext^(iVjj © • • • N ic ,k 0 ) = Ext^ (Ni x © • • • © Nt^, N* c ) ^ {0} 

Puis, en combinant toutes les informations obtenues jusqu’ici, on a un isomorphisme 

r 

Ext c(E,F) = Ext^jfeo, ko) © ((^Ext^AT*,^)) (2.3.49) 

2 =1 

D’un autre cote, si on calcule un peu, on trouve 

r r 

Ext )r(Ei,Fi) = Ext(Aj © F *, ko) 

2=1 2=1 

r 

— Ext^feo © A), ko) 

2=1 

r 

= 0 (Extl(/c 0 , ko) © Ext^ (Ni , k 0 )) 

2=1 

r r 

— ( Ext^feo, k 0 )^j © ^ Ext£(A(j, ko)j 

2=1 2=1 

r— 1 r 

- ( 0 Ext i( fc o, fco)) © Ext^(fco, ko) © ( 0 Extl(A© fc 0 )) 

2=1 2=1 

r— 1 

= (0Exti(fco,fco)) ©Ext^(F,F) 

2=1 

oil a la derniere ligne, 1’isomorphisme (2.3.49) a ete utilise. Pour terminer, le corollaire 2.1.58 
donne que Ext^/co, ko) = {C/C')* alors l’isomorphisme qui precede se reecrit 

r 

{{C/C'yf 7 - 1 ©Ext* (F,F) - 0Ext ^EuFi) 

2=1 
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Le cas fp = fp est done lui aussi traite. 


Q.E.D. 


Le precedent theoreme joue un role cle pour bien decrire la decomposition en Ext-blocs de la 
categorie des ^-modules simples de dimension finie. II reduit essentiellement la problematique 
de comparer les Ext-blocs de deux modules simples d’evaluation a comparer les Ext-blocs des 
modules sur chacune de leurs T-orbites communes associees. 

Pour bien presenter cette description, il faut d’abord introduire quelques notions. Encore, C est 
ici une algebre de courants tordue et £ ev -mod designera sa categorie de modules d’evaluation 
de dimension finie pour tout ce qui suit. 

Definition 2.3.14 Pour un ideal maximal M £ Max S', notons 

Ext-bloc(£ | T.M) 

Vensemble des blocs d’extensions de la categorie des C-modules d’evaluation de dimension finie 
dont tous les facteurs ont un support egal a I’orbite T.M C MaxS. 

Remarque 2.3.15 La notation Ext-bloc(£ | T.M) ci-dessus ne doit pas etre confondue avec 
Ext-bloc(g M ) qui, selon la definition 1.3.1, n’est que I’ensemble des blocs d’extensions de 
g^-mod. Ceci est une distinction tres importante! 

De maniere analogue au cadre de la classification des classes d’isomorphismes de ^-modules 
simples d’evaluation, nous considererons ici la fibration 

B = |_| Ext-bloc(£ | T.M) -» Max 5 

MeMaxS 


II est naturel de considerer des sections de cette nouvelle fibration B. Posons done 

S = { sections de B } 

Notons bien que chaque bloc d’extensions de la categorie £-mod contient au moins une classe 
d’isomorplusmes de g M -modules simple et qu’inversement, toute classe d’isomorphismes de 
g Af -module simple appartient a un bloc d’extensions de la categorie £-mod. On peut done 
voir une section de B comme une section de 1Z suivie des applications bien definies 

B1 m : Rep(g M ) Ext-bloc(£ | T.M) 

W\ —► [VI 

ou V, un g M -module simple, est re-interprete comme un £-module simple d’evaluation. 
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Plus precisement, si x est une section de £>, alors pour chaque M G Max S', il existe au moins 
un g A7 -module simple Vm dans le bloc d’extensions x(M) G Ext-bloc(£ | T.M ) alors on peut 
ecrire %(M) = [Vm]. Enfin, on peut construire une section de 7 Z, a savoir f x : M i->- [Vm], et 
ecrire 


X(M) = B1m (/ x (M)) = (B1m°/ x )(M) pour chaque M G MaxS (2.3.50) 

Remarque 2.3.16 D’apres la definition meme des applications B1m ; les choix des classes 
d’isomorphismes [Vm\ G x(M) pour definir f x ne sont pas importants dans I’ecriture des 
relations (2.3.50). 

S’il est exact que les objets simples de £ e v- m °d son t classifies par 3~ r , les sections T-invariantes 
a support fini de 1Z , on peut envisager de considerer les sections de B qui ont des proprietes 
analogues. 

Soit x 1 Max S —> B, une section de B. Son support est defini comme 

suppx = {M G MaxS | x(M) [feo] £ Ext-bloc(£ | T.M)} 


Maintenant, soit 7 G T et soit x £ §• Choisissons f x G 7 de fagon a respecter les relations de 
la ligne (2.3.50). On definit 7 x £ § P ar l a formule 

(t'x)(M) = (B1m°Vx)W ( 2 - 3 - 51 ) 


oil Taction de 7 G T sur f x G T est celle definie a la ligne (2.2.41). Plus explicitement, si 
M G MaxS, on peut choisir un g M -module simple {pf Mi V) dans la classe d’isomorphismes 
f x (M) G Rep(g jU ) de sorte que x(M) = [(p/ x ,M>V)J. Ensuite, (2.3.51) indique que 


7 X : M 




(7(M)) \V 


(2.3.52) 


Remarque 2.3.17 Pour eviter d’avoir recours a I’ecriture plutot lourde de (2.3.52), cette 
ecriture sera abregee par 


( 7 X)(M) 


x( 7 _ 1 M)o ( 7 (M)) 1 


Remarque 2.3.18 La definition 7 x d la ligne (2.3.51) et le fait que 7 G T agisse sur / gT 
par f 1 —> 7 /, revelent ensemble que l’application 

T x S —y S 
(7,X) ^ 7 X 

esi me action du groupe T sur Vensemble des sections § de la fibration B. 
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Suit maintenant la definition anlalogue, pour la fibration B , des sections 3“ r de la fibration 1Z. 
Comme 3~ r classifie les objets simples de £ ev -mod (voir le theoreme 2.2.11), on peut s’attendre 
a ce que leurs analogues pour B soient interessant d’un point de vue theorique. 

Definition 2.3.19 Soit C = (g <S> S') 1 " une algebre de courants tordue. Alors un caractere 
spectral de C est une section T -invariante de la fibration B dont le support est fini. 

L’ensemble des caracteres spectraux est note CS r . 

Remarque 2.3.20 Le nom donne a ces sections a une raison d’etre historique. L’idee d’intro- 
duire des fonctions de ce genre pour I’etude des blocs d’extensions est eprouvee. Tout recemment 
par exemple, une notion de caractere spectral joue un role de premier plan dans [NS11], un ar¬ 
ticle de 2011 sur lequel ce travail est construit. Une autre notion de caractere spectral apparait 
aussi dans [CM04], un article de 200fi Les auteurs de ce dernier article ont ete inspires par 
une notion de « caractere elliptique » donnee dans un article de P.Etingof et A.Mourn, paru 
en 2003, pour I’etude des algebres quantiques afifines. L’idee originate des carateres spectraux 
n’est done pas nouvelle, mais chose sure, elle est toujours pertinente au XXI e siecle! 

Sachant que les classes d’isomorphismes d’objets simples de £ ev -mod correspondent aux sec¬ 
tions J r C T de la fibration 1Z (voir le theoreme 2.2.11), on peut associer a chacune de ces 
classes d’isomorphismes une section de la fibration B via les applications B1 m comme dans 
(2.3.51). Plus concretement, ceci revient a faire l’association 

Classes d’isomorphismes de 
d’objets simples de £ ev -mod 

[E\ > f E —► Bio f E 

ou (Bio/ B ) : M i y Bl^f (/g(M)) € Ext-bloc(£ | T.M ) pour tout M £ MaxS. 

Remarque 2.3.21 Le fait que fE £ 3" r donne immediatement que Bio f E € CS r pour toute 
telle classe d’isomorphismes [E\. En effet, Blo/ E G § a un support fini parce que e’est le cas 
pour fE £ 3~ r et le fait que B1 o/^ soit une section T-invariante decoule de la definition de 
Taction de T a la ligne (2.3.51) et que fE le soit par hypothese. 

Definition 2.3.22 Soit E un C-module simple devaluation de dimension finie. Alors le ca¬ 
ractere spectral associe a E est defini comme 

XE = Bio f E £ es r 

De fagon equivalente, si f £ 3~ r , je noterai X/ /e caractere spectral Bio/ £ CS r . 
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Explicitement, si E = (^)[ =1 Ej oil pour chaque indice i £ {1,... ,r}, ( Pi,Ei ) est un 
g Mi -module simple et ou {Af ,;}[ =1 C Max S' esf un ensemble d’ideaux maximaux issus de r 
T-orbites distinctes, alors 


Xe : MaxS—> | | Ext-bloc(£ | T.M) = B 

MeMaxS 


M 


[( Pi o( 7 (M)) \E t ) 

[fco] 


si M = 'fMi 
sinon 


Les resultats qui suivent completent graduellement la classification des blocs d’extensions pour 
les algebres de courants tordues C qui verifient une certaine propiete technique. Les caracteres 
spectraux jouent un role de premier plan dans le ces efforts de classification. Le prochain 
resultat peut en temoigner. 


Proposition 2.3.23 Soient E et F deux C-modules simples d’evaluation de dimension finie. 
Alors [E] = [E] dans £ ev -mod 

^=>- Xe = Xf € CS 1 

Preuve : Supposons d’abord que E et F soient dans un meme Ext-bloc. Si E = F, la classifi¬ 
cation des classes d’isomorphismes de £-rnodules simples d’evaluation donne que 
fs = If £ ib r . Par la definition meme des caracteres spectraux, cela implique que 

Xe = Xf € CS 1 

Nous pouvons done supposer que E % F sont dans le meme Ext-bloc et qu’il existe une suite 
finie de E-modules simples d’evaluation de dimension finie {T - 7 }” =1 avec T 1 = E, T n = F, 
puis, pour chaque m £ { 1 ,..., n - 1}, on a T m $= T m+1 et 

Ext^(T m ,T m+1 ) / {0} ou Ext^(T m+ 1 ,T m ) / {0} 

Pour conclure, il suffit done de montrer que pour chacun de ces indices m, on ait XT™ = Xt™+ 1 ■ 
Fixons done m et, sans perte de generality, supposons que Ext]- (T m , T m+1 ). Le theoreme 
2.3.13 permet alors de deduire que /t™ et f T m+i different exactement sur une T-orbite de 
MaxS (seule l’eventualite (2) est envisageable). Disons qu’il s’agit de l’orbite de M £ MaxS 
et notons TjjJ et T ^ +1 les g M -modules simples non-isomorphes qui apparaissent dans les 
ecritures de T m et T m+1 , respectivement. 

La proposition 2.3.13 (2) donne alors que 

Ext^(T m ,T m+1 ) = Ext^(T£),T™ +1 ) + {0} 


72 





C’est done que [Tj^] 
peut deduire 


pAf +1 J G Ext-bloc(F | r.M). Ainsi, XT m (M) = d’ou on 


XT m 


Xt™+ 1 £ 


es r 


Supposons maintenant que xe = XF € SS 1 . Alors, il faut montrer que [F] = [F] dans 
£ ev -mod. Fixons {Mi}^ =1 C Max S un ensemble complet de representants des T-orbites de 
supp E U suppF. Supposons done que E = 0[ =1 Fj et F = (^),- =1 Fj ou les F* et F* sont des 
g Mi -modules simples pour chacun des i. 


Ce qui suit est une induction sur le nombre de T-orbites de Max S telles que les fonctions de 
fF r associees different. Soient V et W des F-modules devaluation tels que ce nombre vaut 0, 
c’est done que fy = f\y G 3~ r , done V = W et ainsi, [FJ = [[IF]] dans F ev -mod. 


Fixons maintenant le nombre de T-orbites de Max S' on fp 7 ^ fp a n > 1 et supposons que 
pour toute paire de F-modules simples devaluation de dimension finie V et W qui verifie que 
fy 7 ^ f\y sur n — 1 T-orbites ou moins, on ait [FJ = |[W]| dans F e v- m °d. II faut montrer que 
ce resultat tienne pour la paire F et F egalement (e’est-a-dire qu’il tienne pour n T-orbites 
ou les sections different). 


Fixons Mfc G Max S' tel que /^(Mfc) 7^ fp(M]f). Alors, comme XE(Mk) = XF(Mk) par hypo- 
these, on a que [[F^]] = [[F^J G Ext-bloc(g Mfc ). II existe done une suite finie de g^A-modules 
simples d’evaluation de dimension finie {T J }” =1 avec T 1 = F*., F A = F*., puis, pour chaque 
rn G {1,..., n — 1}, on a T m ^ F m+1 et 

Ext^(T m ,T m+1 ) 7 ^ {0} ou Ext^(T m+ 1 ,T m ) / {0} 


Posons 

r r 

E = (^)E, et F = (^)Fi 

2=1 2=1 

i^k i^k 

et puis T m = T m ®E pour chacun des m. Par construction, fj, m 7 ^ ffm+i que sur une T-orbite 
de Max S’. Par le theoreme 2.3.13, on a done 


Extl(F m ,F m+1 ) = Exti(T m ,T m+1 ) et Extl(T m+1 , T m ) = Ext^(T m+1 , T m ) 


Pour chacun des m, l’un de ces deux ensemble n’est pas {0} par hypothese et done, 
[f 1 ] = fT N 1 dans Fev-mod. Par ailleurs, T 1 = F et T N = T N <g> F. 

Ensuite, c’est que T N = Fj, (g> E et done ff N 7 ^ fp sur precisement n — 1 des T-orbites de 
Max S'. De l’hypothese d’induction, il suit alors que = [FJ dans F ev -mod. C’est ainsi 

que [F = F 1 ]] = {T N } = [FJ dans £ e v-mod. 

Q.E.D. 


On est maintenant en mesure de donner la decomposition de la categorie F ev -mod en blocs. 
Il faut cependant preciser une definition avant de ce faire. 
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Definition 2.3.24 Soit x G CS r . Alors, on definit C x comme etant la sous-categorie (pleine) 
de £ev- m °d des modules devaluation dont chaque facteur irreductible a x pour caractere 
spectral. 

Corollaire 2.3.25 La decomposition de £ ev -mod en blocs est 

£ ev -mod = C x 

xeCS r 

En particulier, les blocs et blocs d’extensions de £ ev -mod sont en bijection avec les caracteres 
spectraux. 

Maintenant, il faudrait pouvoir decrire les blocs de la categorie £-mod. II faut se souvenir que 
d’apres la classification des objets simples de /1-mod et la proposition 2.2.12, tout tel objet 
est isomorphe a un unique k\® Ef correspondant a un couple (A, /) E £* x 3“ r satisfaisant 
aux proprietes 

• ^l[£,£] = 0. 

• C/kexpf est semi-simple. 

• ker(A + pf) = ker A D ker pf. 

Appelons momentanement de tels couples, des couples « admissibles ». II suit que l’ensemble 
des Ext-blocs de /1-mod est egal a l’ensemble 

{[/’A <8> Ef} | (A, /) est un couple « admissibles »} 

Ceci n’est, par contre, pas precis du tout. II reste a determiner selon quels criteres les couples 
« admissibles » donnent lieu a un nreme bloc d’extensions dans /1-mod, c’est-a-dire qu’il reste 
a determiner quelles classes d’isomorphismes de /1-modules simples sont dans le menre bloc 
d’extensions de /1-mod. 

La classification des blocs d’extensions de /l ev -mod est donnee par la proposition 2.3.23 via les 
caracteres spectraux CS 1 . La definition meme du caractere spectral associe a un objet simple 

T'' 

de /lev-mod laisse penser que certains elements de l’ensemble C* x CS peuvent pretendre a 
classifier les blocs d’extensions de /1-mod. L’idee est plutot naturelle et consisterait a identifier 
les blocs d’extensions des couples (A,/) « admissibles » a l’element (A ,Xf) G C* x CS r . 
Idealement, il s’agirait done de realiser une identification bijective qui ressemblerait a 

{k\®E f } i —> (A, Xf) 

Une telle identification va pouvoir fonctionner a quelques modifications pres. Quoi qu’il en 
soit, pour vraiment proceder a la classifications des blocs d’extensions de /1-mod par cette 
methode, il faut exiger que les algebres de courants tordues C verifient une condition technique. 
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Definition 2.3.26 Une algebre de courants tordue C est dite locale vis-a-vis des exten¬ 
sions si la propriety suivante est toujours respectee : 

E un objet simple de £ e v _m0( l 
A G C* tel que k\ £ e v-mod 

Remarque 2.3.27 Les auteurs de [NS11], E.Neher et A.Savage notent dans leur article sur 
les algebres d’applications equivariantes que dans le cas de tons les exemples de base, les al¬ 
gebres verifient cette propriety. Ils reconnaissent meme ne pas connaitre d’algebre d’applica¬ 
tions equivariantes qui ne soit pas locale vis-a-vis des extensions. Voir la remarque 5.14 de 
[NS 11] pour plus de details. 

Remarque 2.3.28 II est egalement bon de prendre note qu’une algebre de courants tordue 
pour laquelle tous les modules simples sont d’evaluation satisfait automatiquement la propriety 
de localite vis-a-vis des extensions. Par exemple, c’est le cas des formes tordues; il en sera 
question plus en detail dans le chapitre 3. 

C’est le cas par exemple si C est parfaite (i.e. [C,C] = C) puisqu’alors, C/C! = {0} et la seule 
representation de C de dimension 1 est ko ; un module devaluation. 

Remarque 2.3.29 II serait tres interessant si I’on pourrait se debarasser du recours a la 
propriety de localite vis-a-vis des extensions. A I’image des auteurs de [NS11], je ne connais pas 
d’algebre de courants tordue qui ne verifie pas cette propriety. Ilfaut dire qu’il est plutdt difficile 
d’expliciter des algebres de courants tordues avec tous leurs parametres et ma connaissance 
d’exemples demeure limitee. 

Par ailleurs, aucune raison que je connais ne tend a favoriser I’hypothese que toutes les algebres 
de courants tordues serait locale vis-a-vis des extensions. De la meme fagon, aucune raison ne 
pousse a croire que la localite vis-a-vis des extension est une hypothese superflue ou non pour 
la classification des blocs d’extensions. 

Poursuivons neanmoins la demarche de classification. Posons 

(C/C')* ev = {A € (C/C 1 )* | k\ est un £-module devaluation} 

On a d’abord evidemment que 0 £ (C/C')l v , puis les isomorphismes 2.1.3 et 2.1.5 montrent 
que cet ensemble est un sous-espace vectoriel du /c-espace (C/C)*. 

Pour la suite, fixons un choix d’un espace vectoriel complenrentaire au sous-espace-vectoriel 
(£/£')* v de (C/ £)*. Notons ce complementaire (£/£')* ev de sorte qu’on ait la decomposition 
en somme directe 

(c/cy = (c/cy v © (c/cy nev (2.3.53) 


Ext^^A, E) = {0} 
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D’apres la classification des objets simples de /1-mod (la proposition 2.2.12), les /1-modules 
simples de dimension finie ont une ecriture unique comme k\ 8 Ef ou A € C* et / G 3“ r 
satisfont certaines conditions. Avec une decomposition fixee comme (2.3.53), on peut alors 
decomposer A de faqon unique comme 


A — A ev + A nev 

De faqon equivalente, la decomposition (2.3.53) choisie rnene a une fagon unique de reecrire le 
module simple comme 


k\®E f = k\ ev 8 k Xnev (8> E f 
= kx nev ® (k Xev 8 E f ) 

ou k\ ev 8) Ef est un /1-module (simple) d’evaluation de dimension finie. En consequence, 
k\ ev 8 Ef a un caractere spectral. 

Definition 2.3.30 Supposons qu’une decomposition (2.3.53) a ete fixee. La partie d’evalua¬ 
tion d’une classe d’isomorphismes de C-module simple [k\®Ef] identifiable a (A, /) G C* x3~ r 
verifiant les conditions de la proposition 2.2.12 est la classe d’isomorphismes du C-module 
simple d’evaluation k\ ev ® Ef. Autrement dit, la partie d’evaluation de (A,/) est la classe 
d’isomorphismes [Ar\ ev ®Ef\. 

Le caractere spectral de la partie d’evaluation de la classe d’isomorphismes de C-module simple 
classifiee par (A, /) £ C* x 3“ r sera note x / € CS r . 

Voici enfin le resultat qui classifie les blocs d’extensions des algebres de courants tordues qui 
sont locales vis-a-vis des extensions : 

Theoreme 2.3.31 Soit C une algebre de courants tordue qui soit locale vis-a-vis des exten¬ 
sions et soient k\® Ef et E g des C-modules simples correspondant aux couples (A, /) et 
(pi,g) G C* x 3~ r verifiant les trois conditions du theoreme 2.2.12. 

Fixons une decomposition 

(c/cy = (c/cy ev ®(c/cy nev 

Alors, 8 Ef ] = \k^ 8 E g J dans /1-mod 

«=► ( Anev, Xf) = { Mnev, X^g ) ^ (£//l')Lv >< C§ r 

Preuve : Supposons d’abord que ( A nev , Xf ) = (hnev, Xg ) G (/l/ZlOnev x ^S 1 . 

Selon la proposition 2.3.23, l’hypothese donne que fk\ ev 8 Ef} = [A: Mev 8 E g \ dans /l ev -mod. 
II existe done une suite finie de /1-modules d’evaluation de dimension finie {T :/ }j =1 avec 
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T 1 = k\ ev 0 Ef, T n = kfj, ev (g> Eg. puis, pour chaque m G {1,..., n — 1}, on a T m ^ T m+1 et 
Ext^(T m ,T m+1 ) ^ {0} ou Ext^(T m+ 1 ,T m ) / {0} 

Puisque A ne v = Unev, on a les egalites 

ExtJ;(r m ,r m+1 ) = Ext^(T m 0 k 0 ,T m+1 ) = Ext \(T m 0 £)A nev ,T m+1 0 fc Mnev ) 
Ext^(T m+1 , T m ) = Ext^(T m+1 ® feo, T m ) = Ext^(T m+1 ® k Xnev ,T m ® ^ nev ) 

Ainsi, les /2-modules de dimension finie {T J 0 &A ne v}j=i niontrent que fk\ ® Ey] = ® Eg] 

dans / 2 -mod. 

Supposons ensuite que |Ea 0 E^]] = [fc» 0 Eg] dans /2-mod. Alors il existe une suite /2-modules 
de dimension finie {Aj ® T J }” =1 avec 

• Aj G (/2//2 , )* ev pour tout m G {1,..., n — 1}. 

• T J est un module devaluation pour tout m G {1 , ■■■ ,n — 1 }. 

• T - 7 ^ T - 7-1 " 1 pour tout j. 

• Ai ® T 1 = /’A 0 Ef et Ai = A nev - 

• An, 0 E = k^ 0 Eg et A n = /i ne y 

• Pour chaque m G {1,, n — 1}, soit Ext£(&A m 0 T m , A:A m+ i 0 T m+1 ) ^ {0} 
ou soit Ext£(/c Am+1 0 T m+1 , fc Am 0 E m ) j/ {0}. 

Par ailleurs, on a les isomorphismes 

Ext^^ 0 T”\ fe Am+1 0 T m+1 ) - Ext* (fc Am _A m+1 , (T m T ® E m+1 ) 

Ext ^ Am+1 0 T m+1 , 0 T m ) - Exti (fc Am+ 1 -A m , (T m+1 )* 0 T m ) 

Comme /2 est locale vis-a-vis des extensions (voir la definition 2.3.26), alors les dernieres 
equations et les hypotheses de la petite liste ci-haut entrainent que A m = A m +i pour tout 
m G {1,... , 77 . — 1} ; c’est done que A nev = /-tnev■ Alors, les deux egalites precedentes entrainent 
directement que [Ti] = [T n ]] dans /2 ev -niod. Puisque T 1 = k\ ev 0 Ej et T n = k\ ev 0 Eg, cela 
est equivalent a dire que fk\ ev 0 Ef} = ff^nev 0 Eg] dans /2 ev -mod. 

En somme, l’information conclue par les explications du paragraphe precedent et la proposition 
2.3.23 est equivalente a la conclusion que 

(Anev,X/) = (/W,x£) G (/2//2')Lv X CS r 

Q.E.D. 


II est maintenant possible de donner la decomposition de la categorie /2-mod en blocs. 
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Definition 2.3.32 Soit (a,x) € (^/^Onev x CS r . Alors on definit £(“’*) comme etant la 
sous-categorie (pleine) de £-mod des modides dont chaque facteur irreductible a une partie 
d’evaluation dont le caractere spectral est % et dont la partie de dimension 1, qui n’est pas 
d’evaluation, est a. 


Corollaire 2.3.33 Si C est une algebre de courants tordues locale vis-a-vis des extensions, la 
decomposition de £-mod en blocs est 

£-mod = £(“’*) 

(a,x)6(£/£')SevXeS r 

En particulier, les blocs et les blocs d’extensions de £-mod sont en bijection avec les elements 

de (C/C')* nev x es r . 

Remarque 2.3.34 Ceci complete done la classification des blocs d’extensions des algebres de 
courants tordues locales vis-a-vis des extensions. Bien entendu, cette classification n’est pas 
ideale dans ce qu’elle n’est pas exprimee en les meme termes que la classification des objets 
simples de £-mod (voir la proposition 2.2.12). Aussi, le fait qu’il faille fixer un choix de 
decomposition de {C/C')* comme 2.3.53 est, certes, embetant. 

2.3.3 Sommaire, precisions et implications 

Cette sous-section a pour but de relever et preciser les resultats cles de la classification des blocs 
d’extensions d’une algebre de courants tordue, dans le but de les inserer dans un contexte plus 
pratique. Pour ce faire, il faut d’abord preciser, autant que possible, la valeur de Ext \ y {V,W) 
ou C est une algebre de courants tordue et ou V et W sont des objets simples de £-mod 
arbitraires. 


Remarque 2.3.35 Pour avoir acces a la classification des blocs d’extensions de la precedente 
sous-section, on devra supposer que C soit locale vis-a-vis des extensions (voir la definition 
2.3.26). Par ailleurs, I’important theoreme 2.3.13 et quelques residtats qui suivent sont inde¬ 
pendants de cette hypothese. 


Soit done C une algebre de courants tordue locale vis-a-vis des extensions. Commengons par 
preciser ce que vaut Ext^V, W) ou V et W sont des objets simples de £-mod non-isomorphes. 
Par la classification des objets simples de £-mod (la proposition 2.2.12), on peut, sans perte 
de generality supposer que 


V = k\<S> Ef 


W = Eg 
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ou (A, /) G £* X J r verifient tous deux les trois conditions de la classification. Fixons 

aussi une decomposition 

(£/£')* = (£/£')ev © (£/£')Lv 

Selon cette decomposition, fixons les decompositions correspondantes 

V = k Anev ® (k Aev ® E f ) W “ V ev ® (£^ ev ® E g ) 

D’apres la decomposition de la categorie £-mod en blocs donnee au corollaire 2.3.33, si 
(A nev , Xf ) ~f~ {Unev, Xg ), on a directement 

Ext^(V, W) = Ext^fc* © Ef, kn ® Eg) = {0} 

Si par contre (A nev , Xf) = (M nev? Xg) > nos deux modules simples sont dans un meme bloc 
d’extensions. Dans ce cas, par les isomorphismes (2.1.24), on a 

Ext£(V, W) = Ext x c (k A ®E f ,kg® E g ) = Ext^(A: Aev ® E f , & Mev <8> E g ) 

Ainsi, il est alors suffisant de considerer les cas ou on a affaire a deux objets simples de 
£ ev -mod. En appliquant le theoreme 2.3.13, on obtient que si le support des sections de © r 
de k Aev ® Ef et de k /lev ® E g different de deux T-orbites de Max S' ou plus, alors 

Ext^V, W) = {0} 

Si ce n’est pas le cas, comme on a suppose que (A, /) ^ (h,g) E £* x 3~ r et que A nev = Mnev, 
on peut appliquer la partie (2) du theoreme 2.3.13. On obtient alors qu’il existe une seule 
T-orbite de MaxS oil k\ ev ® Ef et k^ ev ® E g ont des composantes non-isomorphes. 

II sera done suffisant de decrire les classes d’equivalences d’extensions de £-modules entre 
deux modules simples devaluation non-isomorphes qui sont supportes sur une seule et meme 
T-orbite de MaxS. La proposition suivante permet de clore la presente investigation. Notons 
que cette proposition plus terre-a-terre ne requiert pas l’hypothese voulant que C soit locale 
vis-a-vis des extensions. 


Proposition 2.3.36 Supposons que k Aev ® Ef et k gev ® E g soient deux objets simples de 
£ e v- m °d supportes sur la seule T-orbite de M G MaxS et qu’ils soient non-isomorphes. 

Sans perte de generality, on peut supposer que ces presentations sont telles que les couples 
(A ev ,/) et (fL ey ,g) de €.* x 3~ r verifient les trois conditions de la proposition 2.2.12. Notons 
qu’on a aussi suppose que (A eV) /) 7^ (hev,g)- En particulier, ce sont des modules pour I’algebre 
de Lie reductive de dimension finie . 
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Posons U = fc^-Aev < 8 > (Ej < 8 > E g ) ainsi que 

K m = ker(evAf) 

I = {s € S | s( 7 Af) = 0 pour tout 7 € T} 

/ r = /n5 r 

Nm = {n e Km \I r -n C A"^-} 

Alors, il y a un isomorphisme naturel 

Ext^(/cA e v ® Ef, fc Mev <g> A g ) ^ Hom 0 M {Nm / K ' m , A) 

Preuve : L’algebre de Lie q m est reductive (et de dimension finie), on done peut ecrire 

q m = Z®S 

ou Z = Z(q m ) et S = [g M ,Q M ] est semi-simple. 

Tel que mentiomine dans l’enonce ci-haut, on adopte la notation 

U = fc Mev -Aev ® (Ef ® Ag) (2-3.54) 

Puisque A = (Aa sv ® A/)* ® (/q tev <g) E g ) et que (A ev ,/) / (Hev,g) € A* x 3~ r , le corollaire 
2.1.32 donue que A flM = {0}. Cette propriety se revelera tres importante un peu plus loin. 

Notons pf, pj et p g les actions de £ sur Ef, E j et E g , respectivement. Puisque les conditions 
de la proposition 2 . 2.12 sont respectees pour les deux couples (A ev ,/) et (p ev , g), ou sait que 
£/ker pf et C/ker p g sont des algebres de Lie semi-simples. II suit que £/ker pf est aussi une 
algebre de Lie semi-simple. 

Par ailleurs, Km C ker pf alors il y a un homomorphisme surjectif d’algebres de Lie 

V- g A1 — £/ K m -» £/ ker pf 
£ + I<m £ + ker pj 

En particulier, Faction d’un element x € sur EJ correspond exactement a Faction de 
<p(x) € C/kerpf sur EJ. Maintenant, comme Z = Z(q m ) et que C/kexpf est une algebre de 
Lie semi-simple, on a 

<P(Z) C Z(£/kerp f ) = {0} 

C’est done que Z agit comme 0 sur Ef. De la meme maniere, Z agit comme 0 sur E g et ainsi, 
Z agit comme 0 sur le produit tensoriel Ef <g> E g . 

Ensuite, comme S = on a que S agit comme 0 sur k gev ^\ ev . On obtient finalement 

que Fecriture (2.3.54) est telle que si a € k gev _\ ev , v € E*f®E g , alors pour z + s € Z®S = g M , 
on a 

(z + s).(a <8> v) = ( z.a ) Zv + aZ (s.v) (2.3.55) 
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Pour commencer veritablement la demonstration de la proposition, rappelons que 
Ext £(E,F) = H 1 (£ ;U) et qu’une des hypotheses est que (A ev ,/) 7 ^ (/i e v,sO G C* x 3~ r . 

Supposons d’abord que A ev 7 ^ £tev- Dans ce premier cas, k^ ev -\ ev ^ ko et il existe done un 
z £ Z tel que (/i ev — A ev )(-20 = 1. Par T equation (2.3.55), on voit que Taction de ce z sur 
U est l’identite. De plus, U etant un produit tensoriel de deux representations completement 
reductibles, U est lui-meme une representation de g M qui est completement reductible. La 
proposition 2.3.1 (1) donne alors que 

H 1 (£ ; U) = Horn s m(K m /K' m , U ) 

Supposons ensuite que A ev = /U ev - Dans ce second et dernier cas, k/j, ev -\ ev = fco, et alors 
U = EjZ)E g . L’equation (2.3.55) donne evidemment que Z.JJ = {0}. La proposition 2.3.1 (2) 
justifie qu’on ait la suite exacte 

0 —► H 1 (g M ; U ) % H \C ; U) ^ Horn s m(K m /K' m , U) —> H 2 (g M ; U) 

Puis, tel que note dans les quelques lignes qui suivent l’equation 2.3.54, U° M = {0} dans ce 
contexte. Le theoreme 10 de [HS53] donne alors que H 1 (g J ' / ; U) = {0} et que H 2 (g iU ; U) = {0}. 
Sachant cela, la suite exacte ci-haut se reecrit 

0 —> H 1 (/i ; U) -^7 Rom gM (K m /K' m , U) —7 0 

C’est done que la aussi, on a un isomorphisme naturel 

H 1 ^ ; U) ^ Hom g M (K m /K' m , U ) 

Etudions la suite exacte courte de g^-modules suivante : 

0 —7 Nm/K' m —7 Km/K' m —7 Km/Km —> 0 

Le foncteur contravariant exact a gauche Hom g M(—, U) donne alors lieu a une suite exacte de 
g M -modules (voir par exemple [Rot09], corollaire 6.62 et theoreme 6.67) qui commence par 

0 —7 Hom g M (Km / Km ; V) —7 HomgM (Km /Km ? U') —7 

HonigM(K m/K'm,U) —7 Ext^M (Km /Km ,U) 

Par la proposition 2.3.10, on sait que Km /Km est un g M -module trivial. Consequemment, si 
a G Hom g M(A'M/-A r M ) U), alors ima C U° M = {0}; ce qui implique que a = 0 et done, que 

Hom s M(KM /Nm,U) = {0} (2.3.56) 

D’un autre cote, le fait que U soit completement reductible combine a U sM = {0} donne 
qu’en ecrivant U = ®fc=0 14 en sonrnie directe hnie de g M -modules simples de dimension 
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finie, on trouve que chacun des 14 est un g‘^-module simple non-trivial de dimension finie. 
Maintenant, puisque le foncteur Ext^ M (Km/Nm , —) est additif en regard des sommes directes 
finies, la proposition 2.1.61 per met de conclure que 

r r 

Ext q M {Km/Nm,U) = (J) Ext) M (Km/Nm, Vk) — 0(0} ^ {0} (2.3.57) 

k =0 k =0 

En utilisant les lignes (2.3.56) et (2.3.57), on voit que la derniere suite exacte peut en fait 
s’ecrire 

0 —>• Hom g A/ (Km / K' m , U) —> Hom g M (Nm/K' m , U) —> 0 
... on obtient ainsi des isomorphismes naturels 

Ext^Aev ® E fi ® Eg) = Horn b m(K m /K' m , U ) = Horn gM (N M /K' M , U ) 

Le but de la proposition est done atteint. 

Q.E.D. 

Remarque 2.3.37 Dans la preuve ci-haut, il a d’abord ete montre que si E et F etaient deux 
modules simples d’evaluations non-isomorphes supportes sur une seule orbite, alors 

Ext } C (E, F ) - Horn l/Km (K m /K' M , E* ® F) 

Ce resultat intermediate apparait comme un analogue a la situation des modules de 
dimension 1. Voir, a ce propos, le corollaire 2.1.58. 

Remarque 2.3.38 Ce qu’il y a de bien au niveau theorique avec la derniere proposition, e’est 
que le Nm/K' m qui y apparait est un g^-moefide de dimension finie selon la proposition 2.3.10. 

Notons aussi que ce module Nm/K' m ne depend que de l’orbite de M dans Max S'. 

Soit M € MaxS et soit Nm/K' m , le g ,w -module de dimension finie qui apparait dans la 
proposition precedente. Alors, il est completement reductible et on peut l’ecrire comme une 
somme de g^-modules irreductibles 

n 

Nm/K'm = 0 C t (2.3.58) 

i= 1 

Corollaire 2.3.39 Supposons que E et F soient deux objets simples de £ CT - m °d qui soient 
non-isomorphes et qui soient supportes sur la seule T-orbite de M £ MaxS. 

Notons la decomposition de E* 0 F en somme directe de g j1/ -modules irreductibles 

m 

E* = ©£>j (2.3.59) 

3= 1 
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Alors 


Ext ©0 HoriigM (Ci , Dj) 
i = i j=i 

era les Ci sont facteurs irreductibles de Nm/K' m Kl Q ue donne a la ligne (2.3.58). 


Preuve : Ceci suit directement de la proposition precedente et du fait que le bifoncteur 
Hom g M(—, —) est additif dans ses deux variables. Ceci est prouve, par exemple, dans [Rot09] 
a l’occasion des theoremes 2.30 et 2.31. 

Q.E.D. 


Corollaire 2.3.40 Supposons que E et F soient deux L-modules simples devaluation et de 
dimension finie qui soient non-isomorphes et qui soient supportes sur la seule T-orbite de 
M € Max S’. 

Suivant les notations des equations (2.3.58) et (2.3.59), on peut conclure que 
Ext c(E,F) = {0} 4=> {[Ci]} n i=l n {[Dj]} 7 =1 = 0 

Preuve : Ceci suit directement du corollaire precedent ainsi que de l’indispensable corollaire 
au lemme de Schur, le corollaire 2.1.32. 

Q.E.D. 


Remarque 2.3.41 Les trois derniers resultats montrent que pour connaitre avec precision 
la structure des blocs d’extensions, il faudrait pouvoir connaitre les facteims irreductibles du 
module Nm/K' m associe a une orbite T.M C MaxS arbitraire. 

En pratique, il semble ardu de seulement calculer des algebres q a1 lorsque celles-ci ne sont pas 
eg ales a g en entier (comme c’est le cas, par exemple, pour les formes tordues). 


Il serait done tres utile a tous les niveaux de pouvoir reussir a determiner les facteurs irreduc¬ 
tibles du module Nm/K'm associee a une orbite T.M arbitraire. Cependant, cela semble tres 
difficile a faire car outre la proposition 2.3.10, on ne sait pas grand chose sur ce g M -module 
de dimension finie. 

Traitons maintenant le cas ou les deux objets simples de £ ev -mod supportes sur une seule et 
mane T-orbite de MaxS sont isomorphes. Autrement dit, si V un objet simple de £ ev -mod 
supporte sur une seule orbite, comment decrire Ext c(V,V)7 

Le resultat qui suit precise un petit peu cette question et reste independant de la propriete de 
localite vis-a-vis des extensions. 
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Proposition 2.3.42 Soit L une algebre de courants tordue et soit V un objet simple de 
£ev- m °d supporte sur la seule T-orbite de M € Max S'. 

Posons q m = Zm ®Sm ou Zm = Z(g M ) et Sm = [fl M , 0 M ]. Posons 3 m = ^v^(Zm) ; I’ideal 
de C tel que ev « : £/3m —* $M- 

Alors 

Ext^V, V) Hom 5M (3m/3m, E* <g> V) 


Preuve : Par le corollaire 2.1.29, on peut ecrire V sous la forme 


V = k x <E> Vs M 


ou Z agit comme 0 sur Vs- Par consequent, Z agira necessairement connne 0 sur 


e* ® V = k x _ x ® V£ M ® e 5m - vs M ® e 5m 

En particulier, V* <8> V est un SM-module et 3m agit dessus comme 0. Aussi, puisque £/3m 
est une algebre de Lie semi-simple de dimension finie, la partie (1) de la proposition 2.3.1 
s’applique et donne directement 


H \C ■ P* ® V) “ Hom5 M (3m/3m > E* ® E) 

Ceci est equivalent au resultat recherche par la proposition 2.1.51. 


Q.E.D. 


A la lumiere du theoreme 2.3.13, de la proposition 2.3.36, de la proposition 2.3.42 et de 
la classification des blocs d’extensions d’une algebre de courants tordue locale vis-a-vis des 
extensions, c’est possible d’ecrire le resultat suivant : 


Theoreme 2.3.43 Soit C une algebre de courants tordue locale vis-a-vis des extensions et 
fixons une decomposition 

(£/£')* = (C/C')l v ®{C/C')l eY 

Soient V et W deux objets simples de £-mod. Sans perte de generalite, on peut ecrire 

V ^k x ®E f W ^ <g> E g 

oil (A, /) et (/x, g) sont des couples de JZ*xZ r qui respectent les trois conditions de la proposition 
2.2.12. Ecrivons aussi A = A ev + A nev et g = /i ev + /i nev et 

Lev = k Xev <g )Ef TTev = ® E g 

Fixons {MiYi-i — Max S’ un ensemble complet de representants des r T-orbites distinctes de 
supp Vgv U supp Wev C’est done que V ev = (g)f =1 V, et W ev = (^)[ =1 W t ou les Vi et Wi sont 
des Q Mi -modules simples. 
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Soient fy ev et fw ev les sections T-invariantes a support fini de 1Z correspondant aux classes 
d’isomorphismes de V ev et W ev respectivement. Alors 

(i) Si (A nev , Xv ev ) (/^nevj Xw ev )> alors 

Ext l c (V,W) =* {0} 

(ii) Si (A nev , XVev ) = (^nev,XWev)> alors •' 

(1) si fv ev et fw ev different sur plus d’une T-orbite de Max S', alors 

Ext^(V,iy) “ {0} 

(2) si fv ev et fw ev ne different que sur la T-orbite de Mj £ Max S', alors 

Ext 1{V, W) = Hom g M, (N Mj /K' m . , V* 0 Wj) 

(3) Si si f Vev = fwev > alors 

r 

({C/C'T)® r - 1 ® Exti(V, W) = © Hom 5Mi 0 Wi) 

1=1 

Remarque 2.3.44 Si quelqu’un arrivait a montrer, par exemple, que Taction de Z(g M ) sur 
le q ai -module est triviale quelque soit Videal M £ Max S', le theoreme precedent serait beaucoup 
plus esthetique. 

En pratique, ceci ne risquerait toutefois pas de rendre les choses plus simples etant donnee 
la difficulty de calculer des ensembles d’homomorphismes tels ceux qui interviennent dans le 
theoreme ci-haut. 

Remarque 2.3.45 Une autre consequence directe du corollaire 2.3.39 est la suivante. Soit 
M £ Max S' et soit Nm/K' a1 , le module associe a Torbite T.M. II importe de noter que c’est 
un g M -module. Ainsi, les classes d’isomorphismes de ses facteurs simples {[Cj]}^E 1 (en tant 
que g AI -modules) sont tous dans le bloc d’extensions de £-mod, celui du module trivial de 
dimension 1. 

En bref, pour tout i £ {1,... ,n}, il est avere que 

[Cj]] = {k 0 j dans £-mod 

Notons que le resultat qui fait Tobjet de la presente remarque peut aussi etre interprete comme 
etant une consequence du theoreme 2.3.43. 
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Chapitre 3 


Applications 


Dans ce chapitre, il est question de montrer quelques exemples plus concrets ou la classification 
des extensions des algebres de courant tordues permet soit de retrouver des resultats existants, 
soit d’exposer des resultats nouveaux. 

Une des idees derriere l’etude recente des algebres de courants tordues etait que cette notion 
generalisait a la fois les formes tordues et les algebres d’applications equivariantes. 


3.1 Algebres d’applications equivariantes et formes tordues 

Cette section montre d’abord que les resultats de ce travail concordent avec les resultats de 
l’article [NS11], article qui est a la base du present memoire et dont plusieurs resultats sont 
repris. Ensuite, on s’attarde aux formes tordues qui sont le sujet de l’article [LP13]. 

3.1.1 Algebres d’applications equivariantes 

Certaines algebres d’applications equivariantes concordent avec la notion d’algebres de cou¬ 
rants tordues de la section 2.1.1 tel qu’explique dans l’introduction de l’article [Laul4], Une 
algebre d’applications equivariantes pour laquelle g est une algebre de Lie simple est ce dont 
il est ici question. 

Les resultats des derniers chapitres concordent avec les resultats obtenus par E.Neher et 
A.Savage dans leur article [NS11] ; ce qui est normal puisque le present memoire se base sur cet 
article. Dans le contexte des algebres d’applications equivariantes, les deux auteurs E.Neher 
et A.Savage ont pu exploiter le fait que l’action de T sur g (g> S etait donnee directement par 
des actions r rx g et T rx S pour preciser les resultats lorsque T est abelien. Il n’a pas ete 
possible d’en faire autant pour les algebres de courants tordues. 

Toute la section 4 de [NS11] est dediee a preciser les resultats sur les extensions des modules 
de £-mod lorsque L est une algebre d’applications equivariantes avec un groupe T abelien. 
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La forme precise de l’action leur prermet de faire des liens entre les T-gradations de 0 , de S 
et l’algebre C = (g ® S) r . Ces methodes sont cependant inapplicables dans la generality des 
algebres de courants tordues. J’ai tente, en vain, d’obtenir des resultats similaires pour les 
algebres de courants tordues, mais les resultats cles de la demarche de la section 4 de [NS11] 
semblent etre les equations (4.7) dans Particle. Celles-ci sont impossibles a recreer directement 
dans le cadre des algebres de courants tordues. 


Remarque 3.1.1 Je ne crois cependant pas qu’un resultat comme la proposition 4-9 de [NS11] 
est totalement hors de portee pour certaines formes tordues. Le rapprochement manifeste qu’on 
peut faire entre la proposition 4-9 et la proposition B.2 (de Vannexe B de ce memoire) ne semble 
pas completement banal. 


Un analogue a l’isomorphisme g 2 ’ <S> (I/I 2 )o = (K x /D x )s x dans Penonce du theoreme 4.5 de 
[NS11] permettrait sans doute, dans le cas ou T est abelien et agit librement sur Max S', de 
conclure un resultat semblable au corollaire 4.8 en suivant la demarche de la proposition 4.7. 
C’est que sous ces hypotheses, et dans le cas des algebres d’applications equivariantes, on a, 
d’apres le lemme (4.7), K x /D x = g x <S> (I// 2 )o- Ainsi, supposant qu’un tel isomorphisme soit 
encore valable dans le cas d’une algebre de courants tordue, toute la preuve de la proposition 
4.7 fonctionnerait telle quelle. 

Quoi qu’il en soit, cette incapacity a adapter des methodes pour obtenir des resultats comme 
ceux de la section 4 de [NS11] est une des raisons pour lesquelles la section 6 de ce menre 
article est beaucoup plus impressionnante que ce chapitre de memoire. 

3.1.2 Formes tordues 

Les algebres de Lie qui sont des formes tordues (notion definie dans [LP13] ) cadrent parfai- 
tement avec la notion d’algebre de courants tordue de la section 2.1.1 de ce document. En 
fait, les hypotheses de base de Particle [Laul4] sur la classification des modules simples de 
dimension finie pour une algebre de courants tordue sont seulement un peu plus faibles que 
les hypotheses de base dans [LP13]. 

Dans le cas des formes tordues, Pextension S/S r est meme galoisienne. La definition d’une 
extension d’anneaux galoisienne est donnee en page six de [CHR65], voir la definition 1.4. Ceci 
donne acces a de nombreux resultats plus precis pour les formes tordues; notamment sur la 
structure de ces algebres et de leurs modules. 

II est vite etabli dans [LP13] que toutes les representations irreduc.tibles pour une forme tordue 
sont des representations d’evaluation. Ceci vient du fait que les formes tordues sont parfaites 
(voir la preuve du lemme 2.7 dans [LP13]). Ainsi, d’apres la remarque 2.3.28, ces algebres 
sont automatiquement locales vis-a-vis des extensions. Si C est une forme tordue, les blocs 


d’extensions de >C-mod = /3 ev -mod sont done classifies par les caracteres spectraux CS r 
comme le montrent les resultats de la section 2.3.2. Plus precisement, voici le resultat : 

Theoreme 3.1.2 Soit C, = (g ® S) r une forme tordue. Alors la categorie /3-mod des 
C-modules simples de dimension finie se decompose en blocs comme suit : 

/3-mod = C x 

xees r 

En particulier, les blocs et blocs d’extensions de cette categorie sont en bijection avec les ca¬ 
racteres spectraux 6 S r . 


Une autre propriety notable des formes tordues est que toutes les applications devaluation 
evM : /3 —>• £) (ou M £ Max S) sont surjectives (voir [LP13], proposition 3.3). C’est done 
que tous les g M qui apparaissent dans la theorie developpee dans le chapitre 2 peuvent etre 
remplaces par g dans les formules. II faut cependant bien faire attention de toujours pouvoir 
distinguer un g = g Ml d’un g = g Al2 si M± ^ M 2 £ Max S' par exemple. 

Dans le cas des formes tordues, certains calculs se rapprochent davantage. Dans l’enonce 
de la proposition 2.3.42 par exemple, on fixe un M £ MaxS et il y est definit l’ideal 
3 m = ev M de /3. Puisque /3 est une forme tordue, g AI = g est une algebre de 

Lie simple, done Z(g M ) = Z(g) = {0}. Ainsi 3m = ker(evAf) = Km et le resultat suivant 
devient accessible . 


Proposition 3.1.3 Soit V un objet simple de /3-mod supporte sur la seule T-orbite de I’ideal 
M £ MaxS. Alors, 

Ext^ (V, V ) = Horn 0 {K m /K' m , U* ® V) 

Preuve : La partie (1) de la proposition 2.3.1 s’applique et donne directement le resultat. 

Q.E.D. 

Sous les memes hypotheses, il y a entre Ext^U, V) et Hom g ( Nm / K' M , V* <8>U) un lien un peu 
plus etroit. 


Corollaire 3.1.4 Soit V un objet simple de /3-mod supporte sur la seule T-orbite de I’ideal 
M £ MaxS. Alors, il y a un isomorphisme d’espaces vectoriels 

Ext^(V, V) = (. Km/NmT © Hom 0 (AT M /^M, ® V) 

Notons que plusieurs tels isomorphismes existent et qu’ils dependent d’un choix. 
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Preuve : Rappelons que le corollaire 2.1.32 donne que (V* < 8 > E ) 0 = ko. Puisque V* ®V est 
un g-module de dimension finie, il est completement reductible alors il est possible d’ecrire 

V* ® V = k 0 © A 

ou A est un g-module de dimension fini tel que d 0 = {0}. 

C’est encore vrai que la suite exacte courte 0 —>• Nm/K' m — > Km/K' m —> Km/Nm 0 induit 
une suite exacte de g-modules commengant par : 

0 ->• Horn s (K m /N m , V* ® V) -)• Horn b (K m /K' m , V*®V)^ 

Horn g (N M /K' M , V*®V)^ Ext \(K M /N M , V* < 8 > V) 

Etant donne que Km/Nm est un g-module trivial, la proposition 2.1.61 donne, ici aussi, que 
Extg {Km/Nmi V* ®V) = {0} et puis, on a aussi 

Horn g (K M /N M , V* (8) V) = Horn g (K M /N M , k 0 ) © Horn g (K M /N M , A) 

= Horn g (K M /N M , ko) 

= (( Km/NmY ) 0 

Encore une fois, puisque I\m/Nm est un g-module trivial, le module (Km/Nm)* l’est aussi et 
alors 

{(Km/Nm)*) 9 = (. K M /N M )* 

En general, Km/Nm est (sans doute) de dimension infinie alors on doit en rester la. Neanmoins, 
les faits etablis jusqu’ici permettent d’ecrire la suite exacte de g-modules suivante 

0 -»> (Km/Nm)* -»> Horn s (K m /K' m , V* ®V) ^ Horn g (N M /K' M , V*®V)^0 

En particulier, on a la suite exacte d’espaces vectoriels 

0 -»■ (Km/N m )* -»■ Ext^(E, V) -»■ ftom s (N M /K' M , V*®V)^0 

Connne toutes les suites d’espaces vectoriels sont scindees, l’isomorphisme voulu existe, bien 
qu’il ne soit ni canonique, ui unique. 

Q.E.D. 

Pour conclure cette sous-section sur les formes tordues, void comment c’est possible d’inter- 
preter le theoreme 2.3.43 pour le cadre theorique des formes tordues d’algebres de Lie : 

Theoreme 3.1.5 Soit L = (g © S) r une forme tordue et soient V et W deux objets simples 
de £-mod. Sans perte de generalite, on peut ecrire V = Ef et W = E g oil f et g sont des 
sections de 3~ r . 

Fixons {MiYi-i — Max S un ensemble complet de representants des r T-orbites distinctes de 
supp V U supp W. C’est done que V = (^)[ =1 V t et W = (^)[ =1 W t ou les Vi et Wi sont des 
g = g Mi -modules simples. Alors 
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(i) Si xv + Xw, alors 

Ext c(V,W) = {0} 

(ii) Si XV = XW, alors : 

(1) si f et g different sur plus d’une T-orbite de Max S', alors 

Ext^(V,LE)-{0} 

(2) si f et g ne different que sur la T-orbite de Mj £ Max S', alors 

Ext^(V, W) = Horn s (N Mj /K Mj , V* © Wj) 


(3) si f = g, alors 

r 

Ext* (V, W) = © {(K Mi /N Mi )* © Hom g (N M ./K ' m ., V* © W t )) 

i— 1 

3.2 Algebres de Margaux 

3.2.1 Les algebres de Margaux et leur interet theorique 

Les formes tordues incluent l’importante classe d’algebres de Lie des algebres de multilacets 
lorsque g est simple. La notion generale de forme tordue comprend egalement des algebres 
de Lie qui ne sont pas des algebres de multilacets; elles portent l’appellation d’algebres de 
Margaux. Ceci est mentionne dans la section 4.2 de l’article [LP13] . Cette observation vient 
de Particle [GP07] de P.Gille et A.Pianzola, un article de 2007. Les algebres de Margaux 
restent assez enigmatiques, mais pourtant, leurs modules simples de dimension finie et les 
blocs d’extensions de leur categorie de modules de dimension finie sont classifies. L’interet 
theorique de ces algebres reside principalement dans le fait qu’elles sont des formes tordues, 
mais sans pour autant etre des algebres de multilacets. 

En pratique, les algebres de Margaux sont assez difficiles a apprehender, mais la construction 
de l’une d’entre elles est connue. Celle dont on connait une construction est probablement la 
moins complexe d’entre elles. Appelons cette algebre A4. En bref, l’algebre de Margaux Ai est 
une C[tf l . tf l ]/C [tf 2 , tf 2 ] forme tordue de l’algebre de Lie sfa (C[tf^ 2 , tf 2 ]). Sa construction 
est brievement decrite dans la section 4.2 de [LP13] et aussi dans la section 5 de [GP07] (voir 
l’exemple 5.7). 

Dans ce qui suit, la construction connue de cette algebre de Margaux A4 est expliquee. Ne 
serait-ce que pour justifier cette lecture, il sera bon de garder en tete que la theorie exhibee dans 
la section 3.1.2 s’applique a cette algebre. II sera fait mention dans la sous-section subsequente, 
de comment il serait possible de preciser la description des blocs d’extension de la categorie 
des APmod. Il convient de noter que ces resultats sont nouveaux. 
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Suivant les explications de [LP13], l’algebre associative Mz(C) et l’algebre de Lie sl 2 (C) ont 
des groupe d’automorphismes isomorphes ; ceci fait en sorte qu’il y a une correspondance entre 
les S/R -formes tordues de M(R), des algebres associatives, et celles de s[ 2 (R), des algebres 
de Lie. Pour commencer, rappelons que toute algebre associative A est une algebre de Lie 
avec le commutateur pour crochet. Notons Lie(A) l’algebre de Lie sur A qui a pour crochet le 
commutateur. Ensuite, supposons maintenant que A soit une S/R -forme de M-ziR). alors 

(Lie(-A)) 7 est une S'/i?-forme tordue de sfe (R) (3.2.1) 

C’est par cette procedure que sera construite l’algebre de Margaux AL 

3.2.2 Construction de Ad 

D’abord, voici la notation de base qui sera utilisee dans le reste du chapitre : 

• A 4 est l’algebre de Margaux dont il est question a la section 3.2.1. 

• k = C. 

• 9 = sl 2 (C). 

. S = C[tf\tf 1 }. 

• r = Z 2 X Z 2 et 1’action de (a, b) G T sur S est donnee par extension C-lineaire de 
l’application de S dans S qui a pour effet 

t\ 1 —>• (—1)“ • ti 

t2 • ^ ( — l) 6 • t2 

Cest hypotheses entrainent que S’ 1 = C [t^ 2 ,^ 2 ] et aussi que l’extension d’anneaux S/S r est 
galoisienne. Pour faire le lien avec la notation de (3.2.1) dans notre cas, on posera 
R = S r = C[tf 2 ,tf 2 ]. 

II est bon de s’assurer de comprendre l’action de T sur Max S’. Grace au Nullstellensatz, (voir 
le theoreme A. 1.3 de [GW09] par exemple), nous savons que 

Max S' = { M ai b = {ti — a,t 2 — b)< 5 | o, 6 gC x } 

Supposons que M a ^ € Max S' et que (u,v) G Z 2 x Z 2 = T. On peut calculer que 

^M a>b = (ti - (-1)“ • a,t 2 - (-1 r -b) 

C’est done que la T-orbite de M ab G Max S est 

r -M a ,b = {M a ,b, M- at b, M a M- a -b} Q Max S’ (3.2.2) 

Maintenant, si M a G Max S’, alors on a que 

Ma : b PI 5 r = — a 2 ,t\ — b 2 ) G Max S T 
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Remarque 3.2.1 En somme, un ideal maximal de Max S est la donnee d’un couple 
(a,b) E (C x ) 2 et de plus, on a que 

T.M a)b ± T.M c4 (a 2 ,b 2 ) / (c 2 ,d 2 ) € (C x ) 2 


Pour pouvoir donner la construction de l’algebre de Margaux A4, il faut d’abord introduire 
une algebre associative particuliere : 


Definition 3.2.2 Soil Q, la C [t^ 2 ,t 2 2 }-algebre generee par les symboles T\ et T 2 qui soient 
sujet aux relations suivantes : 



TiT 2 = -T 2 T, 


Remarque 3.2.3 Q est une algebre de quaternions generalisee et c’est une algebre d’Azu- 
maya. Voir a ce propos I’exercice 8.10 (b) dans [FD93]. 

Cet exercice montre aussi que si on pose R = C [tf 2 ,t/j 2 ], alors Q est un R-module libre et 
Vensemble {1, T\, T 2 , T 1 T 2 } en forme une base. 

Pour la definition d’une algebre d’Azumaya, voir le tout debut du chapitre 8 de la meme 
reference. En particulier, Q est un R-modide fidele. 

Remarque 3.2.4 L’algebre associative Q est en fait elle-meme une S/R-forme tordue de 
M 2 {R) oil S = et R = C[tf 2 ,tf 2 ] selon la procedure (3.2.1). 

La S/R-forme tordue (Lie(Q)) / est en fait isomorphe a une algebre de multilacets. Voir C\ 
dans la section f.2 de [LP13] ou dans I’exemple 5.7 de [GP07j. Ceci est lie au fait que Q est 
un Q-module libre... Un peu plus de details a propos de I’algebre de Lie C\ seront donnes dans 
Vannexe A dans laquelle le 1-cocycle associe a cette forme tordue est calcule. 

Dans le cas de l’algebre A4, on remplacera l’algebre associative Q dans (3.2.1) par l’algebre 
des endomorphismes d’un Q-module projectif, mais non libre. 

Posons 

O = {(x, y) E Qq © Qq I (1 + T\ )x = (1 + T 2 )y} (3.2.3) 

ou Qq indique que Q est vu comme un Q-module a droite. Le module O est done un Q-module 
a droite, et ce par definition meme. 

Proposition 3.2.5 O est un Q-module a droite projectif mais non-libre. 
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Preuve : D’abord, l’application 


F : Qq © Qq — y Qq 

(x, y) (1 + T\)x - (1 + T 2 )y 

est surjective. En effet, un calcul direct montre que F (, Tl 2 ~ 1 ) = 1. De plus, pour tout 
q £ Q, la definition de F donne que 

F(xq,yq ) = F(x,y)q 

C’est done un homomorphisme surjectif de Q-modules a droite. 

Par definition, on a que O = ker F alors la suite suivante de Q-modules a droite 

0 —y O —y Q ® Q —y Q —y 0 


est exacte. Elle est egalement scindee et pour le montrer, on peut considerer l’application 


sc : 


Q 

q i y 


-y Q® Q 
1 - T 2 Ti - 1 


9 = 


1 -T-2 Ti - 1 
2 ’ 2 


Q 


2 2 

II est facile de verifier que sc est un morphisme de Q-modules a droite. C’est aussi une section 
de F puisque si q € Q, alors 

1-T 2 Ti — 1 


(Fosc)(q) = F^-^q 1 ^ J ^ q ^ 


= F 


1 -T 2 Ti — 1 
2 ’ 2 


• Q 


= 1 -q 
= q 


En particulier, le Q-module a droite O est projectif. 

Le fait que O soit un Q- module a droite non-libre est etabli par la proposition 3.20 de [GP07]. 
Leur preuve s’inspire de la preuve de la proposition 1 de [OS71], un article de M.Ojanguren 
et R.Sridharan paru en 1971. 

Q.E.D. 


Remarque 3.2.6 Puisque Q est une algebre d’Azumaya (voir la remarque 3.2.3), Q est fidele 
en tant que R-module. C’est done aussi le cas pour le R-module Q® Q. De cela, on peut aussi 
verifier montrer que O est un R-module a droite fidele. 


Remarque 3.2.7 Combinant les conclusions de la proposition 3.2.5 et de la remarque 3.2.6, 
il est etabli que O est un Q-module de type fini, projectif et fidele. La proposition 8.3 de [FD93] 
donne, ensuite, directement que Endg(O) est une R-algebre d’Azumaya. 
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Ceci signifie, puisque O ^ Q © Q, que Endg(O) est une forme tordue pour M 2 (/?.). En fait, 
on peut meme dire que c’est une S / R-forme tordue de M 2 (R). 


Definition 3.2.8 Suivant (3.2.1), I’algebre de Margaux M est definie comme 

M = ( Lie (End fi (0))y (3.2.4) 

Remarque 3.2.9 Le fait que A4 ne soit pas une algebre de multilacets est directement relie 
au fait que le module O construit ci-haut est un Q-module projectif, mais non-libre. Pour plus 
de details a ce sujet, voyez les details entourant I’exemple 5.7 de [GP07j. 


3.2.3 Description de M. 

M est une 5/R-forme de 5 I 2 (R) = 5 I 2 OC) <g> R. Cette description manque cependant un peu 
de precision. Ce qui suit vise a concretise^ dans la mesure du possible, la description de M 
par l’equation (3.2.4). 


Dans la preuve de la proposition 3.2.5, il est etabli que la suite exacte 

F 


0^0 


0 


Q®Q —t Q 

est scindee et on donne une section sc : Q — > Q © Q. Ainsi, si on identifie O = ker F et 
Q = irn(sc), il y a un isomorphisme de Q-module a droite 

0©Q = ker F © irri(sc) = Q©Q (3.2.5) 

On peut considerer le morphisme (sc o i ? ):Q©Q—)-Q©Q. Comme F est surjective, on a 
im(sc) = im(sc o F). Soit (a, b) € Q © Q, alors on peut ecrire 

1-T 2 Ti — 1 


(sco F)(a,b) = f 

(sc o F) : 


F(a,b) 


a 

b 

a 

b 

a 

b 


!->■ 


1-^ 


((1 + T\)a — (1 + T 2 )b) 


1 -t 2 
2 

Ti-l 
2 / 

^((1 + Ti)o-(1 + T 2 )6) 
^i((l + Ti)a-(1 + T 2 )6) 


^ 1 /(1-T 2 )(1 + Ti) -(1 -T 2 )(l + T 2 ) 
^ 2 l(Ti-l)(l + Ti) (1 -Ti)( 1 + T 2 ) y 


a 

b 


1 /(1-T 2 )(1 + T 1 ) 


4-1 


4-1 


(1 -Ti)(i + r 2 ) 


a 

b 


Definition 3.2.10 La matrice qui apparait a la ligne precedente est assez importante dans la 
suite. Celle-ci aura done un symbole; 


1/(1 -r 2 )(i + Ti) 4-1 \ 

2\ t?-l (1 -T 1 )(1+T 2 )J 
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Lemme 3.2.11 La matrice ft est idempotente, c’est a-dire qu’elle verifie 


ft 2 = fte m 2 {q ) 

En particulier, la matrice (M 2 — ft) £ M 2 (Q) est aussi idempotente. 


Preuve : On pourrait faire les calculs directement a la main. Cela se fait aussi avec des 
logiciels de calculs specialises tel le logiciel gratuit « Sage ». 

Une autre faqon de montrer que fl 2 = M 2 est de considerer la composition des applications 
(sc o F) o (sc o F). Puisque sc est une section de F, on a F o sc = M : Q —> Q, on peut ecrire 


(sc o F) o (sc o F) = sc o (F o sc) o F = sc o F : Q © Q —>• Q © Q 

Puisque ft est la matrice de sc o F. on conclut que f l 2 = M 2 € M 2 (Q ); il s’agit done d’une 
matrice idempotente. Pour terminer cette preuve, on peut ecrire 


(M 2 -ft) 2 = Ml -2 ft + ft 2 = M 2 -2 ft + n = Id 2 -ft 
Ainsi, la matrice (M 2 — ft) est elle aussi idempotente. 


Q.E.D. 


Soit done (a, b) £ Q © Q. On peut evidemment ecrire 

(;)-<“»- n) (») + n (») (326) 

Lemme 3.2.12 Le premier terme de la decomposition (3.2.6) est dans O = kerl 7 et le 
deuxieme terme de cette decomposition est dans irn(sc) = Qq. 

En particulier, I’isomorphisme (3.2.5) est rendu explicite par la decomposition (3.2.6). 


Preuve : D’apres ce qui a ete explique plus haut, et d’apres la definition meme de ft, le 
deuxieme terme de (3.2.6) est dans irn(sc) = im(sc o F). Pour ce qui est du premier terme, il 
suffit de calculer qu’il est envoye sur 0 € Q par F. C’est bien le cas puisque 

(F o (M 2 -A)) = F o Id 2 - F o (sc o F) 

= F — (F o sc) o F 
= F-F 
= 0 

Le resultat est done demontre. Ensuite, puique la decomposition (3.2.6) est unique pour chaque 
element (a, b) € Q® Q, c’est bel et bien l’isomorphisme de Q-modules a droite (3.2.5) qui est 
rendu explicite par l’equation (3.2.6). 

Q.E.D. 
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Corollaire 3.2.13 Le module a droite O est le sous-module de Qq © Qg obtenu comme 
l’image de la midtiplication a gauche des elements de Q © Q (places en colonnes) par la 
matrice (M 2 —LI) £ M 2 (Q). 


Remarque 3.2.14 Le corollaire precedent decrit O avec une meilleure precision. Le role que 
doit jouer la matrice (M 2 —LI) £ M 2 (Q) dans une description plus explicite de A4 est done 
important. 


Dans ce qui suit, la notation tt = (Id 2 — Ll) £ M 2 (Q) prevaudra. Un calcul donne 


77 


l/(l -Ti)(1 + T 2 ) 1 -4 \ 

2 y 1 -t\ (i-r 2 )(i + t 1 )J 


£ M 2 (Q) 


Remarque 3.2.15 Reprenons en gardant I’idee en tete que les matrices 7 t et Ll sont des 
applications (R-lineaires) de Q© Q dans soi-meme. En fait, puisqu’on voit id Q®Q comme 
un Q-module a droite, les multipications a gauche par it ou Ll sont des homomorphismes de 
Q-modules a droite. Autrement dit, on peut ecrire 

77, Ll £ Endg(Qg © Qq) 


En particulier, ces matrices idempotentes representent des « projections » de Q © Q sur les 
sous-modides O et Q = im(sc), respectivement. En effet, e’est facile de verifier que 

7r|im7r = M : ini7r —> im7r ^|imQ = M : imJ7 — > imO 


D’apres l’exercice 26 du chapitre 0 de [FD93], on comprend qu’il y a un isomorphisme d’an- 
neaux Endg(Qg) = Q. II faut savoir que dans notre cas, Q = Qq est vu comme un module a 
droite. En fait, e’est surtout que tout endomorphisme / £ Endg(Qg) est entierement deter¬ 
mine par /(1) £ Q et si /, g £ Endg(Qg), alors 

(/°ff)( 1) = /(ff(l)) = /(! -5(1)) = /(l)ff(l) 

La multiplication dans Q correspond done a la composition dans Endg(Q). On a done un 
isomorphisme naturel d’anneaux 


Endg(Qg) = Q 

f /(l) 

Ensuite, puisque le foncteur Homg(-, -) est additif dans ses deux composantes par rapport 
aux sonnnes directes finies, on a un isomorphisme lineaire naturel 

Endg(Qg © Qg) ^ Endg(Qg)® 4 ^ Q® 4 (3.2.7) 
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Proposition 3.2.16 II y a un isomorphisme naturel d’anneau 

Endg(Qg © Qq) — M 2 (Q) (3.2.8) 

ou la composition des endomorphismes correspondent a la multiplication des matrices. 

Preuve : L’isomorphisme lineaire naturel (3.2.7) donne que Endg(Qg © Qq) = M 2 (Q ) 
comme des ii-modules. II reste a montrer que la composition des endomorphismes correspond 
a la multiplication des matrices. 

L’exercice 10 du chapitre 0 de [FD93] donne que chaque element de / € Endg(Qg © Qq) 
s’identifie a une matrice Mf € M 2 (Q) dont les entrees sont issues de ranneau Q = Endg(Qg). 
Cet exercice donne aussi que sous cette identification, on a l’application de l’endomorphisme 
/ € Endg(Qg © Qq) a (a,b) £ Q(B Q correspond a la multiplication du vecteur colonne (a, b) 
par la matrice Mf. En bref, c’est que 

e Q® Q 

Q.E.D. 

Remarque 3.2.17 Cette proposition permet de mieux apprehender les conclusions de la re- 
marque 3.2.15, a savoir que les matrices idempotentes ir et It pouvaient etre vues comme des 
elements de End q(Qq © Qq)- 

Etant donne que O © Qq = ker F © im(sc) = Qq © Qq, on a un autre isomorphisme lineaire 
naturel 

Endg(Qg © Qq) = Endg(O) © Homg(0, Qq) © Horn q(Qq, O) © Endg(Qg) (3.2.9) 

Selon l’isomorphisme d’anneau (3.2.8), la remarque precedente et la remarque 3.2.15, c’est 
facile de voir que comme anneaux, on a un isomorphisme naturel 

Endg(O) = ttM 2 (Q)tt = {n An \ A € M 2 (Q)} (3.2.10) 

ou la composition des endomorphismes correspondent a la multiplication des matrices. 

Remarque 3.2.18 D’apres I’exercice 21 du chapitre 0 de [FD93], I’ensemble ttM 2 (Q)tt est 
bel et bien un anneau unitaire. 

Corollaire 3.2.19 L’algebre de Margaux M. definie par Uequation (3.2.4) s’ecrit de fagon un 
peu plus explicite comme 

M = (Lie(7rAf2(Q)vr)) / 

oil n £ M 2 (Q) est definie dans la remarque (3.2.14). 


a,b £ Q 


f(a, b) = M f 
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Remarque 3.2.20 Le veritable but des efforts mis pour I’obtention du precedent corollaire 
etait d’avoir un point de depart pour tenter de construire, un isomorphisme explicite 

M®rS “ sl 2 (S) (3.2.11) 

Expliciter un tel isomorphisme permettrait de calculer precisement le 1-cocycle de 
H 1 (r,Aut 5 _Lie(sl2(5')) qui correspond a la classe d’isomorphismes de Ad en tant que forme 
tordue de 0(2 (R). 

II s’est trouve que la complexity des calculs dans un anneau tel que AfiiQ) rendaient les choses 
assez difficiles. Mes essais pour expliciter des elements arbitraires de Ad avec le logiciel de 
calcul « Sage » n’ont abouti a rien, mais il faut dire que des problemes de simplifications 
de calculs ont freine tout espoir d’arriver a des expressions de taille raisonnable. A moins 
de pouvoir deviner un bon isomorphisme ou d’avoir une toute autre approche, il semble que 
I’obtention du cocycle correspondant a I’algebre de Margaux Ad n’est pas pour demain. 

Pour parvenir a calculer un isomorphisme qui realise (3.2.11), done a calculer le 1-cocycle 
associe a Ad, il faudrait d’abord trouver une strategie pertinente. J’esperais pouvoir faire 
calculer un element arbitraire de Ad moyennant sa description donnee au corollaire 3.2.19 et 
y reconnaitre une correspondance avec une base de s^S). Cette non-strategie aura au moins 
fonctionnee pour un exemple plus simple de forme tordue qui fait l’objet de l’annexe A. 

3.2.4 Blocs d’extensions de Ad-mod, conjectures 

Puisque A 1 est une forme tordue avec g = sl 2 (C), toutes les particularity de la section 3.1.2 
s’appliquent a la description des blocs d’extension de la categorie Ad-mod des Ad-modules de 
dimension finie. 

En particulier, les blocs et blocs d’extensions de Ad-mod sont en bijection avec les caracteres 
spectraux CS 1 de Ad. Rappelons que, dans ce contexte, ceux-ci sont des applications 

Max (Cftf 1 ,^ 1 ]) = {M a ^ | a, 6 <E C x } — > | | Ext-bloc(Ad | T.M) 

Mg Max S 

qui sont T-invariante sous une action de T et dont le support est fini. 

Remarque 3.2.21 Rappelons que Ext-bloc(Ad | T.M) designe I’ensemble des blocs de la ca¬ 
tegorie des M-modules de dimension finie dont tons les facteurs sont des modules devaluation 
avec support egal a T.M. 

Remarque 3.2.22 Les caracteres spectraux sont determines par leur valeur sur un represen- 
tant de chaque T-orbite de Max S. Pour determiner ceux-ci, il doit done suffire de specifier 
I’image des ideaux 

{M a , b | Ima >0 ou a € R>o et puis Im6 >0 ou b € R>o} C Max S 
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afin de decrire tons les caracteres spectraux de I’algebre de Margaux Ad. 


II faut maintenant pouvoir decrire les ensembles Ext-bloc(Ad |T.M). Soit P = Z, le groupe 
abelien des poids maximaux integraux de 512 (C). Fixons M £ Max S' et soit Pfi une copie de 
l’ensemble P + = N des poids dominant integraux de 512 (C). A la toute fin de Particle [LP13], 
on explique que les Ad-modules simples de dimension finie sont en bijection avec l’ensemble 
des applications 

/: {M a ,b \a,b£C x } — * |J Pf = P+ 

MGMax5 

qui ont un support fini et qui sont telles que f(M± a ±Q est constant dans P + . 

Puis, la remarque 5.12 de [NS11] fait remarquer qu’il suffirait de trouver la relation d’equiva- 
lence a considerer sur l’ensemble P+ qui correspond a partitionner les classes d’isomorphismes 
de Ad-modules simples devaluation supportees sur une meme orbite selon ce qu’ils sont dans 
un meme bloc d’extensions de Ad. La remarque decrit aussi un cadre d’hypotheses sous les- 
quelles cette relation d’equivalence sur P + est celle donnee par les co-ensembles de ses elements 
dans le groupe additif P/Q, ou Q = 2Z est le sous-groupe des racines de 512 (C). 


Conjecture 3.2.23 La relation d’equivalence sur P+ qui le partitionne selon ce que les classes 
d’isomorphismes des modules simples correspondantes sont dans un meme bloc d’extension de 
Ad est celle donnee par les co-ensembles de P/Q. 

Conjecture 3.2.24 Les blocs de I’algebre Ad sont en bijection avec les sous-ensembles de 
cardinality finie de Vensemble suivant 

{(a, b) £ (C x ) 2 | Ima > 0 ou a £ R>o et puis Irn b >0 ou b £ R>o} x {0,1} 

Preuve : A partir de la conjecture precedente, il suffit de remarquer que dans le cas de 512 (C), 
nous avons 

P/Q — Z 2 en tant que groupes 

Enfin, le premier ensemble n’est qu’un ensemble complet et non-redondant de representants 
pour les T-orbites de Max f^ 1 ]). 

Fin de la preuve a partir de la conjecture precedente 

Void maintenant quelques elements d’indices qui portent a croire a une telle chose : 

• La proposition 4.9 de [NS11] est, je crois, est encore valable dans ce contexte. Pour 
l’algebre de Margaux Ad, il est facile de verifier que Faction de T rx Max S' est fibre. 
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Malheureusement, les preuves de la section 4 de Particle [NS11] dependent de la spe- 
cificite de Paction de T sur une algebre d’applications equivariantes. Ceci permet aux 
auteurs d’obtenir les isomorphismes (4.7) qui ne sont plus valables dans le contexte des 
formes tordues. Cependant, le fait que Paction de T r% MaxCffj^ 1 ,^ 1 ] est libre dans le 
cas de Ai, laisse croire que le resultat tienne. 

• En reference directe a la notation du lemrne 4.5 de [NS11], un isomorphisme 

( 0 ® (M/M 2 )) r = K m /D m = 0 M ® ((M/M 2 ) r ) 

est envisageable dans le cas de Palgebre de Margaux Ai. Si l’existence d’un tel isomor¬ 
phisme etait averee, on aurait directement acces au resultat de la proposition 4.7 et au 
corollaire 4.8 (toujours de Particle [NS11]). 

Un autre indice qui semble appuyer le resultat du corollaire 4.8 est la construction 
donnee a la proposition 3.4 de [CM04], Un debut de ce que je crois pouvoir etre une 
preuve valable de cette construction est presentee dans Pannexe B. 

• Voici quelques faits concernant les modules simples de dimension finie de s 12 (C) : 

—> Ils sont determines a isomorphismes pres par leur dimension qui correspond a leur 
poids maximal additionne de 1. 

—> Si V ( d ) est un sl 2 (C)-module simple de dimension d € N\{0}, alors (V(d))* = V(d). 
—> Si d, e £ N\{0} et d > e, alors V(d) <S> V (e) = ©^ =0 V(d — e + 2i). 

II s’agit de la formule de Clebsch-Gordan; on en fait mention par exemple dans 
[Hum80] a l’exercice 7 de la page 126. 

• Une generalisation de la proposition 1.2 de [CM04] tient. II s’agit du corollaire A.4 de 
[NS11] qu’on peut utiliser en fixant U = 512 (C). 

• Supposant que la conjecture B.2 de ce memoire tienne. La formule de Clebsch-Gordan 
permet alors de montrer que tous les modules d’evaluation de Ai supportes sur une meme 
orbite qui ont des dimensions de meme parite sont dans un meme bloc d’extension de 

Ai. 

Finalement, puisque tous les ^-modules d’evaluation supportes sur T.M ne sont pro- 
bablement pas tous dans un meme bloc d’extensions, il doit y avoir deux de ces blocs 
d’extensions. 

II reste done un minimum de travail a accomplir pour avoir la descritption des blocs d’exten¬ 
sions de la categorie Ad-mod. 
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Conclusion 


Ce travail montre que l’etude des blocs d’extensions des categories de modules de dimension 
finie pour les algebres de courants tordues peut etre faite selon la meme approche que l’ana- 
logue pour le cas plus particulier des algebres d’applications equivariantes. En effet, les blocs 
d’extensions des algebres de courants tordues peuvent aussi etre donnes en termes des blocs 
dans les categories de modules devaluations appropriees et d’une piece d’information concer- 
nant les modules de dimension 1. Les resultats de classification de la fin du chapitre 2 sont 
toutefois beaucoup plus esthetiques lorsque specifies au cas des formes tordues comme decrit 
dans la section 3.1. Ceci tient du fait que ce type d’algebres de Lie de dimension infinie n’a 
pas de modules non-trivial de dimension 1. Presque bizzarement, les modules de dimension 1 
represented toujours la principale source de difficulty dans cette etude. 

Un des defis importants restera celui de comprendre si la propriety de locality vis-a-vis des 
extensions, exigee des algebres des les travaux de E.Neher et A.Savage, peut etre verifiee pour 
toutes les algebres de courants tordues ou non. En outre, cette description des blocs d’exten¬ 
sions depend directement de la forme de la classification des objets simples dans la categorie. II 
y a place a amelioration quand a la mise en phase de la classification des objets simples donnee 
dans [Laul4] et la description des blocs donnee dans ce memoire. Pour l’instant, la description 
des blocs d’extensions de ce memoire reste en phase avec une description analogue a celle 
des classes d’isomorphismes d’objets simples de [NSS12] dans le cas des algebres d’application 
equivariantes; description moins attrayante puisqu’elle implique un choix. 

Malgre cela, un point theorique est tout de meme ameliore quant a la determination des 
extensions entre des modules simples devaluation arbitrages,. Soit C = (g <S> S) r une algebre 
de courants tordue; la proposition 2.3.36 revele qu’etudier les modules de la forme Nm/K'm 
pour chaque orbite d’ideal maximal T.M C Max S' est sufhsant. La remarque 2.3.44 fait 
mention d’une vague conjecture, mais qui illustre ce propos. Pour une orbite T.M C Max S’ 
arbitraire, le g^-module de dimension finie bien specihque Nm/K'm reste cependant tres 
difficile a apprehender et ce, meme dans des cas concrets et les plus simples possibles. 

La categorie /1-mod des /1-modules de dimension finie est abelienne alors les notions de groupe 
de Grothendieck ont un sens pour cette categorie. Si L est une algebre de courants tordue, il 
serait bien interessant de pouvoir relier d’une fagon ou d’une autre le groupe de Grothendieck 


103 


de £-mod a ceux des categories g M -mod ou M G Max S'. Ce groupe est engendre par les 
classes d’isomorphismes des objets simples et est soumis aux relations [E\ = [Vd] + [V 2 ] pour 
toute suite exacte courte scindee 0 — > V 2 — > E —>• V\ — > 0 dans la categorie. Les modules de 
l’algebre L restent done encore bien incompris, mais ce memoire fournit un premier pas vers 
une meilleure comprehension des representations de dimension finie de cette algebre de Lie de 
dimension infinie. 


104 



Annexe A 

Calcul de cocycle pour une forme 
tordue de 512(C) <g> C[^ 2 ,t ^ 2 


La theorie sur les formes tordues explique qu’il y a une bijection entre les classes d’isomor- 
phismes des formes tordues d’une algebre prealablement fixee et un ensemble de cohomologie 
galoisienne. Voir a ce sujet [BerlO] aux pages 118 et 119. Dans cette annexe, se trouve le calcul 
de la classe de cohomologie correspondante a la classe d’isomorphismes une forme tordue d’une 
algebre de Lie dont il a ete question dans la section 3.2. 

II s’agit du cas de P algebre obtenue en prenant A = Q dans (3.2.1). J’appellerai cette algebre 
C\ comme l’ont fait les auteurs P.Gille, A.Pianzola et M.Lau dans leurs articles [GP07] et 
[LP13]. 

La notation utilisee dans la section 3.2 est reprise et complementee quelque peu dans cette 
annexe. En voici les elements importants : 

• k = C 

• C4 € C est un choix de racine quatrieme primitive de l’unite. 

• g = sl 2 (C) 

. S = C[tf\tf 1 } 

• r = Z 2 x Z 2 et Paction de (a, b) € T sur S est donnee par extension C-lineaire de 
Papplication de S dans S qui a pour effet 

t\ •—t (—l) a • t\ 
t'2 l— t ( — l) 6 ' t-2 


R = S r = C[tf 2 ,tf 2 } 

Q est la i?-algebre de quaternions generalises de la definition 3.2.2. 
Ci = Lie(Q)' est une f?-algebre de Lie. 
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Remarque A.l C\ est en fait une S / R-forme tordue de st 2 (R) = s( 2 (C) <8> C 


Ce qui suit sont les calculs qui menent a I’obtention d’un 1-cocyle dont la classe de cohomologie 
dans H 1 ^r, Autg-Lie (s[ 2 (5))^ correspond d la classe d’isomorphismes de C\ en tant que 
R-algebre. 


Remarque A.2 Tout le contenu de la remarque 3.2.3 est pertinent pour ce qui suit. En bref, 
Q est une R-algebre libre de rang f, generee par T\ et T 2 avec les relations T 2 = t\ G R, 
T 2 = t\ € R et T 1 T 2 = -T 2 T { e Q. J’ecrirai 

Q = R. 1 + R-T] + R.T 2 + R.T x T 2 


Remarque A.3 Suivant ce qui est present dans [BerlOj, le permier objectif pour mener a 
bien le calcul est de trouver un isomorphisme de S-algebre de Lie entre les algebres 

Ci S = Lie(Q)' S et s^S') = sl 2 (R) S 

La theorie sur les formes tordues assure que si <p : C\ (8) S —» 5 ( 2 ( 5 ') etait un isomorphisme de 
S-algebres de Lie, alors le cocycle defini par 

a [Cl] : T —)■ Auts-Lie (sl 2 (5)) 

7 1 — > = (p o (7 • ip~ l ) (A.4) 

sera un cocycle dont la classe de cohomologie correspond a la classe d’isomorphismes de la 
R-algebre de Lie C\ en tant que S/R-forme tordue de 5l 2 (-R). 


Ainsi, il faut d’abord trouver un isomorphisme ip. Pour en trouver un, il faut avoir une idee 
de generateurs de la R-algebre de Lie C\. puis comprendre les crochets de Lie entre ces gene- 
rateurs, ou autrement dit, comprendre plus explicitement C\. 


Lemme A.5 C\ = R.T\ + R.T 2 + R.XiT 2 . 

En particulier, C\ ®r S = S.T] + 5.T 2 + 5.TiT 2 


Preuve : Un element arbitraire de C\ = Lie(Q) / en est un de la forme 


[ao + aiTi + a 2 T 2 + 03 X 1 X 2 , b 0 + 61 Ti + 6 2 T 2 + 6 3 TiT 2 ] 
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ou les cii et bi sont des elements de R. Cet element arbitraire est egal a... 


a 0 b 0 + 0063X3 + aob 2 T 2 + 0063X3X2 + 0160X3 + oj 61X 2 + 0362X3X2 + 0163X 2 X 2 
+ a 2 6oX 2 — a 2 b\T] X 2 + a 2 6 2 X 2 — 0263X3X2 + 0360X3X2 — 0363X^X2 + 0362X3X2 
— a-zb-iT^T^ — (ao&o + 0360X3 + o 2 6oX 2 + 0360X3 X 2 + 0063X3 + 0161X 2 + 0263X3X2 
+ 0363X^X2 + aob 2 T 2 — aib 2 T\T 2 + a 2 b 2 T2 — 0362X3X2 + 0063X1X 2 — 03 63 X 2 X 2 
+ 0263 X 3 X 1 — a^T^T 2 ) 

= 2a \ b 2 T \ T 2 — 2a 2 b \ TiT 2 + 20363X^X2 — 20263X3X2 — 20363X3X2 + 2a ^ b 2 T \ T 2 
= 2(0362 — a 2 bi ) TiT 2 + 2(0363 — a 3 & 3 )X 2 X 2 + 2(0362 — 0263)^1 Tf 
= 2 t 2 (0362 — a 2 bz)Ti + 263(0363 — o 3 6i)T 2 + 2(0362 — a 2 bi ) TiT 2 

II faut done specifier 6 parametres dans i? pour determiner un element de £ 3 . Maintenant, on 
peut directement verifier que... 

• 03 = ^=, a 2 = 0, a 3 = 0, 63 =0, 6 2 = ^=, 63 = 0 donnent que X 3 X 2 € £ 3 . 

• 03 = -±t~ 2 , a 2 = 0, a 3 = 0, 63 = 0 , 6 2 = 0 , 63 = -£ donnent que X 2 € £ 3 . 

• 03 = 0 , a 2 = 0 , 03 = -^2 2 ; &i = 0 ; 62 = 63 = 0 donnent que T 3 € £ 3 . 

Ceci entraine directement que les elements arbitraires de la i?-algebre de Lie £3 sont de la 
forme C 3 X 3 + c 2 T 2 + C 3 T 3 T 2 ou C 3 ,c 2 ,c 3 £ R = C[tf 2 , t± 2 ]. 

Q.E.D. 

II faut maintenant calculer les crochets de Lie entre les paires issues de ces trois generateurs 
de £ 3 . Voici les calculs : 

[X, T 2 ] = TiT 2 - T 2 Ti = 2X3X2 (A.6) 

[TiT 2 , T 2 ] = T1T 2 - T 2 TiT 2 = -2TiT 2 = 2 t\T x (A. 7 ) 

[TiT 2 , Ti] = T1T2T1 - Ti 2 T 2 = — 2 T 2 T 2 = - 2 t\T 2 (A.8) 


On voit dans les relations ci-hautes que le crochet de X 3 X 2 avec un des T* a pour effet de le 
changer en une l’autre generateur, a une constante pres. C’est aussi manifeste que le crochet 
de des deux X* entre eux donnent un multiple scalaire de T\T 2 . 

Des observations similaires peuvent etre faites avec sl 2 (S') = S'. 6 , + S.e + S.f puisque : 

[e - /, e + /] = h - (-h) = 2h 

[h,e-f] = 2e-(-2f) = 2(e + f) 

[h, e + f] = 2e — 2f = 2 (e — /) 
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Puisque {h, e — /, e + /} est aussi une base de <3[ 2 (S') comme S'-algebre de Lie, on peut penser 
a faire une association 


T 1 T 2 

<—> uh 

T\ 

> A(e — /) 

t 2 

*—> M e + /) 


ou £ S. 

Pour reussir a trouver l’isomorphisme voulu, il suffira done de trouver un triplet {u, A, ju) dans 
S x S X S qui rend compte des memes constantes de structures que dans les equations (A. 6 ), 
(A.7) et (A. 8 ). II faut done solutionner... 

2uh, = [A(e - /), n{e + /)] = A/r[e - /, e + /] = 2\^h (A.9) 

2t 2 2 \{e - f) = [uh, n(e + /)] = ufx[h, e + f] = 2ufi(e - /) (A.10) 

-2t\n{e + f) = [uh, n{e - /)] = uX[h, e - f] = 2uX(e + /) (A.11) 

De (A.9), on obtient u = Xfi. En substituant dans ce qu’on obtient des deux autres equations, 

on trouve 

2 i|A = 2 X/J 2 - 2 t\n = A 2 /i 

t 2 2 = v 2 ~t\ = A 2 

Si done, on pose A = ( 4 A 1 £ S et ji = t 2 £ S, ces equations seront respectees. Ceci implique 
que u = Q^t, \ t 2 £ S. 

Par construction, e’est done que l’association 

T 1 T 2 i —» ( 4 k 

Ti i —» C 4 h(e-f) 

T 2 i —» t 2 (e + f) 

respecte le crochet de Lie des deux cotes. De plus, puisque e’est une bijection S-lineaire entre 
des S'-bases des algebres C\ ® R S et sLfA), elle donne lieu a un isomorphisme de S'-algebres 
de Lie. L’application 

99 : Ci® R S —■> sl 2 (S) 

Ti —► <4*1 (e - /) 

T 2 —► t 2 (e + /) 

T\T 2 1 —» < 4 * 1 1 2 h 

est done un S’-isomorphisme d’algebres de Lie qui fera l’affaire pour le calcul du cocycle. 
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Remarque A. 12 Tout est maintenant en place pour le calcul direct du cocycle puisqu’un 
isomorphisme (p a ete obtenu. Voir I’equation (A.4) oil besoin. 

Remarque A.13 Le groupe T = Z 2 x Z 2 agit sur les deux S-algebres de Lie sl 2 (5) et C\ ®rS 
via son action sur S; c’est-d-dire via son action sur les coefficients. 


Lemme A. 14 Fixons (a, b) G T = Z 2 x Z 2 . 

Toujours selon (A.4), I’automorphisme de S-algebre de Lie de sl 2 (5) exprime en termes 

d’une matrice dans la base ordonnee ( h , CVi (e — /), f 2 (e + /)) est 


/(- l) a+b 0 0 \ 

0 (—l) a 0 J : 51'2( S ) — y 5(2(5’) 

V 0 0 (-1)7 


Preuve : II s’agit de voir comment € Auts_Lie (st 2 (5)) transforme les elements de la 

base ( C 4 M 2 h , C 4 *i (e - /), t 2 (e + /)). 

Rappelons d’abord que 

a ( 2 ) = ¥>°((M)-¥> -1 ) 

= <p o (a, 6). o <£> -1 o (a, 6). 


Cet automorphisme opere done comrne suit sur la base 


<4*1*2 h \ 

<4*1 (e - /) ^ 

*2 (e + /) / 

/ (—l) a+fe TiT 2 
(-l) a T! 

V (-1)^2 


(- 1 )“+ 6 < 4 *i* 2 /i \ 
(-l) a < 4 *i(e-/) * 

(-l) b f 2 (e + /) / 

/ (-l) a+b <4*1*2 *1 
► (-l) a C 4 ii(e-/) 

V (-l) b t 2 (e + /) 


- 1 )“+ 6 TiT 2 

(— 1 )° T\ 
(-1 ) b T 2 


Q.E.D. 


Corollaire A.15 L’automorphisme de S-algebre de Lie de s[ 2 (5) exprime en termes 

d’une matrice dans la base ordonnee (h, e, /) est 


[Ci] 

cv - = 

(«,*>) 


0 0 \ 

(-C4)tr 1 t2 ( - 1)a 2 ( - 1)b : *fa(S) sl 2 (5) 

c 4 tR 2 - 1 ( - 1)tt ; ( — 1)b ( - 1)a + ( - 1)6 
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Preuve : II suffit de faire le changement de base approprie. La matrice M G Cr-Lfs^/S 1 )) 
qui represente le changement de base (h , e , / ) >->■ ( C- 4^2 h, C, 4 t\ (e — f ), t '2 (e + /)) et son 
inverse sont 


M = 



0 

0 \ 


((- 

<i)ti h 2 1 

0 0 \ 

0 

C4*l 

t2 

M~ l = 


0 

k^r 1 I 

V 0 

—C4^1 

V 


\ 

0 

1+-1 1+-1 / 

2 l 2 2 l 2 / 


II ne reste qu’a calculer le produit matriciel suivant : 


M 


-i 



/ (-c 4 )*r 1 *2 : 1 

0 

0 

( ( - 

i) a+b 0 


0 

|(-c 4 )tr 1 

K^r 1 • 


0 (-i) a 

V 0 

K 1 

K 1 / 


0 0 

( 

( (-c 4 )*rV 

0 

0 

(<- 

-l) a+fe C 4 M 2 


0 

i(-c 4 )tr 1 

fcfr 1 • 


0 

(- 

V 0 

Ir-l 

2 l 2 

lr-1 / 

1 

0 

“(■ 

( (_-Qa+& 

0 


0 ^ 


0 

(_l)a + (_i)6 

2 

(—c 4 )*r 


(_l)a_(_i)6 

2 






2 


Q.E.D. 


Le cocycle a ete calcule avec succes! Fixant la base ( h , e, /) de s [2 (-S’). ce 1-cocycle 

peut se voir conrme l’application qui envoie les elements de T a la forme matricielle de l’auto- 
morphisme correspondant dans la base ( h , e, / ); 


(0,0) et (1,1) sur la matrice 


(1,0) et (0,1) sur la matrice 


/l 0 0 



\ 0 C4M2 1 


0 

(-< 4)^*2 
0 
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Annexe B 


Une idee pour les formes tordues 


Void une petite conjecture et ce que je pense en etre le debut d’une demonstration valable. Le 
resultat serait une condition suffisante pour que deux modules simples devaluation supportes 
sur une seule orbite aient des extensions non-triviales dans le cas ou l’algebre de courants 
tordue C verifie la condition g A/ = g pour tout M G Max S'. C’est le cas pour les formes 
tordues (voir [LP13], proposition 3.3). 

Avant de montrer le resultat, il faut rappeler une notion simple de geometrie algebrique. 

Definition B.l Soit M G MaxS. Alors une derivation de S au point M est une applica¬ 
tion k-lineaire 

d: S —)• k 

qui satisfait a la propriety que pour tout si,s 2 G S, on ait 

d(sis 2 ) = d(si) s 2 (M) + si(M) d(s 2 ) 

L’ensemble des derivations de S au point M est un sous-espace vectoriel de Horn ^(S,k). 

L’ensemble des derivations de S au point M G MaxS est naturellement isomorphe comme 
espace vectoriel a (M/M 2 )*, l’espace tangent associe a M. La demonstration est la meme que 
celle donnee dans [GW09] ou on remplace / G C[t] par s G S et a G C par M G MaxS. 

La condition suffisante mentionnee un peu plus haut provient de la proposition qui suit. Elle 
est inspiree de la proposition 3.4 de Particle [CM04], 

Conjecture B.2 Supposons que I’algebre de courants tordue C satisfasse la propriety que 
g M = g pour chaque M G MaxS. Soient V\ et V 2 des g AI -modules simples de dimension finie. 

Posons V = Vi <g) V 2 . Alors, il y a une application lineaire injective 

P : Hom 0 (g, V ) ® (M/M 2 )* —^ H 1 ^ ; V ) 
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Idee de preuve : Identifions (M/M 2 )* aux derivations de S au point M. Pour ce qui suit, 
un element de (M/M 2 )* sera done une derivation de S au point M. 

L’application /3 envoie un tenseur simple / (g> d € Hom g (g, V ) (g) (M/M 2 )* sur la restriction a 
C de l’application 


Pf®g ■ —> V 

x <g> s i —> d(s)f(x) 

Notons que cette definition fait de l’application ft une application /c-lineaire bien definie. II 
faut ensuite montrer que les fonctions lineaires qui composent l’image de f3 sont bien des 
derivations de C dans V. 

Chaque es t fe-lineaire par construction. Montrons ensuite que chaque f3f®g est une deri¬ 
vation de g <8> S dans V. Soient done x (g> s et y <8> r G g <8> S. On peut alors ecrire 

(Af®d) ([x ® s, y <8> r]) = (f}f®g) ([x, y\ <g> sr) 

= d(sr)f([x,y}) 

= (d(s)r(M) + s(M)d(r)) f([x,y\) 

= d(s)r(M)f([x,y ]) + d(r) s(M)f([x, y]) 

= — <9(s) r(M)f(y.x) + d(r) s(M)f(x.y) 

= — d(s) r(M) y.f(x) + d(r) s(M) x.f(y ) 

= — d(s) (y ® r).f(x) + d(r) (x <g> s).f(y) 

= ~(y <8> r).(d(.s)f(x )) + (x <g> s).(d(r)f(y )) 

= (x® s).(d(r)f(y )) - (y <g> r).(d(s)f(x)) 

= (x<g >s).((flf <8>d )(y®r)') - (y<8>r).((/3 f{g) g)(x®s)) 

Ainsi, fifing € Der(g<8>S, V) et en consequence, sa restriction a C C g®S appartient a l’ensemble 
de derivations Der(£, V). En composant avec le passage au quotient Der(£, V) —)• H l (C ; V), 
on obtient bien une application entre les bons ensembles. 

Pour terminer, il faudrait montrer que l’application ft est injective, mais je n’ai pas reussi 
a le faire. Cependant, je peux montrer que j3 : Hom g (g, V) <8> (M/M 2 )* —> H 1 (g <B> S ; V) est 
injective. 

Fixons une base {Wij}j £ j de (M/M 2 ) et fixons {dj}j^j la base duale associee a cette derniere. 
Notons que les dj sont interpreter ici conime des derivations de l’algebre S au point M. Fixons 
egalement une base de Hom g (g,F). 

Soit Ylij c ij fi®dj S ker ft (la somme etant finie). Alors son image est une derivation interieure 
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de g ® S dans V. Fixons done v G V tel que 

^ Ci,j Pfi®dj = d v G IDer(g ® S', C) 

Alors, pour tout i £ g, on doit avoir 

Ci i {x ® (Efc m fc)) = (* ® (Efc m *)) 

^2 c ijdj{T,k m k)fi(x) = (Efc m fc)( M ) 

X] c b /i( x ) = 0 

ZI (ZI Ci i) ^( x ) = 0 

* j 

Puisque les {/*}*£/ forment une base de Hom g (g, V), on obtient que Ej °i,j = 0 pour chacun 
des indices i. Alors on conclut que 

y Cij fi < 8 > dj = y ^ y / ? ® d } = 0e Hom 0 (g, C) <g> (M/M 2 )* 
i,j i 3 

Ainsi, j3 est injective. 

Le probleme avec cette methode pour prouver l’injectivite de j3 est que les elements de la 
forme x ® (Efc m fc)> ou x € g est arbitraire, ne sont pas forcement dans C alors on ne peut 
pas utiliser ces elements pour aboutir a la conclusion analogue a celle ci-haut dans le cas de 
g <8> S. 


Fin de l’idee de preuve. 


Remarque B.3 La preuve de I’injectivite de (5 ci-haut generalise la construction de V.Chari 
et A.Moura donnee a la proposition 3-4 de leur article [CM04/- La difference est qu’ici, I’algebre 
de Lie en question est g ® S au lieu de g ® kf^ 1 ]. 


Conjecture B.4 Soit M € Max S’ et soient V\ et V 2 des g AI -modules simples de dimension 
finie. Posons V = Vj* ® V 2 . Alors 


Hom g M (g M ,V) / {0} 

(M/M 2 )* ± {0} 


E3d ] c (V u V 2 ) + {()} 


Remarque B.5 Ces deux conjectures donneraient un sens a la possible « interpretation geo- 
metrique » a laquelle E.Neher et A.Savage faisaient reference suite a leur lemme 4-5 dans 
[NS 11]. Voir la remarque 4-6 de ce meme article. 
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